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SUR DES QUESTIONS D’AGRÉGATION 
EN ÉCONOMETRIE 


INTRODUCTION 


Les sciences économiques étudient les relations qu'entretiennent les 
hommes vivant en société pour produire et se répartir les biens matériels 
qui leur permettent de vivre et de se développer. Mais les méthodes scien- 
tifiques qui ont assuré le développement des sciences de la nature ne peu- 
vent être transposées dans le domaine économique, 


Dans les sciences de la nature des résultats très importants ont pu 
être obtenus dès le début de leur constitution par l'emploi de la méthode 
expérimentale, Ces succès tiennent au fait qu'un nombre considérable de 
phénomènes naturels peuvent être isolés de leur environnement sans que 
cela perturbe notablement leur nature, On peut, au moyen d'expériences à 
petite échelle, étudier ces phénomènes en eux-mêmes en quelque sorte, 
on peut en isoler le petit nombre de causes agissantes et étudier qualitati- 
vement et quantitativement les relations entre ces causes et le phénomène 
qu'elles gouvernent, 


Il n'est plus aussi facile d'opérer avec autant de succès lorsqu'on des- 
cend à un niveau assez fin dans l'étude des phénomènes. A l'échelle de 
l'atome les conditions de l'expérience réagissent déjà notablement sur le 
phénomène, Les lois microscopiques sont plus difficiles à connaître que 
les lois macroscopiques. Et, de plus, les lois de ces phénomènes micros- 
copiques ne sont pas en général utilisables pratiquement telles quelles une 
fois découvertes. Il est indispensable de combiner de très nombreux phé- 
nomènes élémentaires dans une théorie statistique pour en tirer des con- 
séquences intéressantes, Et ce n'est qu'à ce moment, bien souvent, que 
l'on peut songer à monter des expériences qui infirmeront, confirmeront 
ou préciseront les résultats prévus par la théorie, ou bien répondront à 
une question que soulève la théorie. Ce qui est à souligner, pour notre ob- 
jet, c'est que les plans de ces expériences ne sont pas concevables sans 
la composition de certaines lois ou hypothèses élémentaires, 


Les difficultés devant lesquelles s'est trouvée dès le début l'économie 
présentent des caractères analogues, L'interdépendance des phénomènes 
économiques est un fait qui s'est vérifié très rapidement avec le dévelop - 
pement des échanges à l'intérieur d'une même société et entre des socié- 
tés géographiquement et politiquement distinctes. Cette interdépendance 
joue sur un très grand nombre d'individus et sur un très grand nombre de 
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produits matériels résultant de l'activité de ces individus dans des condi- 
tions de structure économique et sociale donnée. On ne peut songer en 
conséquence à isoler une partie de la société pour en étudier le comporte- 
ment, Non seulement en effet ceci est-il pratiquement impossible, mais 
encore même en admettant une telle possibilité, les résultats macroscopi- 
ques observés ne se maintiendraient pas, une fois cette partie de la socié- 
té replongée dans le tout, On ne peut non plus se contenter d'utiliser les 
résultats macroscopiques enregistrés historiquement car les phénomènes 
économiques évoluent très fortement dans le temps et ne sont pas indépen- 
dants du passé. En revanche l'observation et l'esprit de déduction permet- 
tent d'étudier des comportements économiques élémentaires, ou à tout le 
moins d'avancer des hypothèses raisonnables sur ces comportements. 
C'est ainsi qu'on a étudié le comportement de l'entrepreneur, du consom- 
mateur, que l'on a étudié des types possibles d'économie concurrentielle 
ou monopolistique ou oligopolistique, etc... 


Mais cette connaissance des comportements économiques élémentai- 
res n'est qu'un premier pas et qu'un outil dans l'étude de l'économie, Il 
faut combiner de façon cohérente toutes ces lois élémentaires innombra- 
bles pour être en mesure de dire comment l'économie évolue sous l'action 
de ces comportements. Il faut d'ailleurs expliquer cette évolution ex-post, 
puis ex-ante, Est-il possible d'ailleurs de donner une réponse d'une parfai- 
te prérision à cette question ? Peut-on prévoir, jour par jour, la produc- 
tion de tous les biens et leur consommation par chacun des membres de la 
société. Il est bien clair que non seulement les difficultés de calcul inter- 
disent de répondre affirmativement à cette question, mais qu'encore par 
nature même les phénomènes étudiés ne se laissent pas tracer par avance 
leur histoire de façon aussi mécanique. Que ce soit dans une économie de 
laissez-faire ou dans une économie dirigée, en régime capitaliste ou en 
régime collectiviste, on ne peut songer à de telles prévisions. Cependant 
une description économique rendant compte des grandes lignes de l'écono- 
mie, ou une étude permettant approximativement de prévoir ces grandes 
lignes sont d'un très grand intérêt : la description tire son intérêt du fait 
qu'elle permet de vérifier l'exactitude des théories avancées tandis que la 
prévision permet d'agir sur l'économie dans un sens jugé heureux, La pré- 
vision permettra par exemple de fixer avec précision les objectifs de pro- 
duction, de consommation et de constitution des réserves des produits les 
plus importants en fonction des possibilités reconnues de la société consi- 
dérée. On peut admettre que une fois fixés ces objectifs principaux, d'inté- 
rêt primordial, il sera loisible de laisser les productions secondaires 
s'ajuster librement au mieux des disponibilités restantes par le simple jeu 
des comportements élémentaires ou bien par des décisions ayant peut-être 
un caractère d'incertitude, en ce sens qu'on ne sait s'il n'y en aurait pas 
de meilleures, sans que cette incertitude soit tout de même bien grave, Si 
donc il apparaît impossible de calculer toutes les caractéristiques d'un 
système économique détaillé, il semble qu'il y ait grand intérêt à calcu- 
ler de grands postes de l'économie, 


Mais il se pose une question préalable. Est-il sûr que de tels pro- 
grammes soient possibles, et comment déterminer ces groupements de 
produits principaux, ces décisions d'ordre secondaire ? Voyons quels pro- 
cédés utilisent les théories économiques. Les théories étudient et décri- 
vent les comportements élémentaires des individus, les processus de pro- 
duction et de distribution. Puis, à partir d'une situation de base donnée, 
caractérisée par l'équipement industriel et agricole, l'état démographique 
le point des ressources en matières premières et énergie, la théorie, 
coor donnant tous ces aspects partiels, essaye d'expliquer ex-post une évo- 
lution passée ou de prévoir ex-ante une évolution dans l'avenir. 
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Pour ce faire, (que la théorie s'exprime ou non sous forme mathéma- 
tique) la théorie ne déduit pas de la résolution du système de toutes les 
relations écrites l'évolution de l'économie car ce système est inextricable, 
La théorie procède en général suivant l'une ou l'autre de ces voies : 


ou bien elle recherche si certaines combinaisons des relations écrites 
ne donnent pas de résultats intéressants permettant d'axer sur eux une 
politique économique, 


ou bien elle construit un modèle simplifié de la théorie en constituant 
des groupements d'individus (consommateurs ou producteurs à tous les 
échelons) et d'entreprises et de biens entre lesquels on établit des rela- 
tions de formes analogues à celles que l'observation et la déduction ont 
reconnues entre les unités constitutives de chacun de ces groupements, 
Ce modèle est assez simple pour permettre une résolution explicite. 


Dans le premier cas on risque fort de n'aboutir qu'à des résultats 
fragmentaires et mal reliés entre eux, 


Dans le deuxième cas l'opération de groupement d'unités élémentaires 
s'appelle une agrégation, les groupements constituent des agrégats et les 
concepts macroscopiques, ainsi introduits, et les lois qui les lient consti- 
tuent des phénomènes macroéconomiques. Leur introduction, comme nous 
l'avons indiqué, correspond à des besoins pratiques qui, à l'heure actuelle 
et en tous lieux sont de la plus haute importance. Mais la procédure d'ana- 
logie employée pour définir le modèle n'est en général pas autrement jus- 
tifiée et l'on ne sait si elle est valide, 


OBJET ET PLAN DE L'ÉTUDE 


Dans ce travail nous nous proposons de rechercher à quelles condi- 
tions et par quels moyens, à partir d'une théorie complète donnée on peut 
tirer de façon rigoureuse un modèle macroscopique simplifié, cette sim- 
plification pouvant d'ailleurs se limiter à une partie seulement de la théo- 
rie. 

Dans le premier chapitre nous partirons de théories très générales, 
peu spécifiées, et nous chercherons à voir s'il est possible de réaliser 
des agrégations ayant un sens économique, Nous montrerons ainsi : 


1° que dans les cas où chaque technique de production peut se repré- 
senter par une seule fonction de production pourvue de dérivées du ler or- 
dre, ces fonctions doivent avoir des formes très particulières pour qu'il 
y ait possibilité d'agrégation : les fonctions de production doivent pouvoir 
se ramener à des sommes de termes dont chacun n'intéresse que des caté- 
gories économiques disjointes et qui sont les mêmes pour toutes les fonc- 
tions. 


2° que, dans le cadre de la théorie des choix, l'agrégation n'est pos- 
sible, quels que soient les revenus des consommateurs, que si les surfa- 
ces d'indifférence relatives à ces consommateurs se déduisent d'une façon 
uniforme (d'ailleurs linéaire) à partir de surfaces de base (qui, elles, n'ont 
aucune relation entre elles a priori) assignées à chaque consommateur. 


Nous avons essayé, dans cette partie, de voir s'il n'était pas possible 
d'apporter des simplifications à une théorie quelconque sans faire interve- 
nir au fond la nature même de cette théorie. Une réponse affirmative à 
cette question aurait été évidemment la bienvenue, On ne peut justement la 
donner. Cet essai aura eu au moins l'avantage de montrer qu'il est dange- 
reux de postuler une telle possibilité de simplification, Il constitue une 
mise en garde contre une acceptation irréfléchie de modèles simplifiés et 
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des conséquences qu'on en peut déduire, Mais de plus cet essai aura eu le 
mérite de montrer que le problème de l'agrégation ne se pose pas, par 
essence en dehors de la théorie économique considérée, en dehors de la 
forme analytique des fonctions qui s'introduisent, 


Aussi dans un deuxième chapitre nous reprenons la question de l'agré- 
gation en restreignant les classes de fonctions considérées. Après avoir 
montré, à la suite notamment de Shou Shan Pu et Kenneth May comment on 
peut poser le problème général dans ce cas, nous étudions : 


1° Les possibilités d'agrégation pour la consommation dans le cas où 
tous les revenus sont égaux, hypothèse importante car elle schématise le 
cas d'individus appartenant à un même groupe socio-économique, cas où il 
semble justifié de tenter une agrégation. Sans résoudre le problème nous 
le ramenons à un système d'équations aux dérivées partielles dont nous 
donnons une propriété générale et certaines solutions lorsqu'on impose la 
condition naturelle que l'agrégation caractérise le groupe considéré com- 
me groupe social, indépendamment du nombre d'individus qui peuvent le 
composer, 


2° Nous étudions aussi la forme que prennent les relations entre cer- 
tains agrégats de produits et de facteurs de production, lorsque les fonc- 
tions de production élémentaires sont linéaires (en ce sens que pour un 
procédé technique de fabrication chacun des produits et facteurs est fonc- 
tion linéaire et homogène d'un seul paramètre. Nous indiquons comment on 
peut rechercher expérimentalement ces relations et montrons l'intérêt que 
leur connaissance présente pour l'étude des comportements économiques. 
Enfin, nous montrons de quel secours peuvent être ces résultats dans 
l'étude d'une économie complète, 


CHAPITRE PREMIER 


ÉTUDE DES POSSIBILITÉS D'AGRÉGATION 
INDÉPENDAMMENT DE LA STRUCTURE 
DE LA THÉORIE ÉCONOMIQUE 


1. 1 — UN PROBLÈME D’AGRÉGATION DANS LA PRODUCTION 
DÜ À L. R. KLEIN 


On peut penser qu'on éclaircit la complexité d'une évolution économi- 
que en commençant d'abord par connaître l'évolution de certains agrégats. 
Cependant si, pour calculer ces agrégats il faut d'abord en calculer toutes 
les composantes, il ne semble pas y avoir vraiment de simplification. Il y 
aura simplification si on peut faire une théorie intrinsèque des liaisons 
existant entre ces agrégats, cette théorie permettant leur calcul à partir 
de la seule connaissance de certains d'entre eux, 


C'est en partant de cette idée que Laurence R. Klein (1), après avoir 
souligné la nécessité de fonder en toute rigueur le passage d'une théorie 
microéconomique complète à une théorie macroéconomique, a été conduit à 
rechercher à quelles conditions on pouvait bâtir rigoureusement un modèle 
macroéconomique sur le type même de la théorie microéconomique, 


Plus précisément Klein considère A entreprises chacune désignée par 
un indice &«, x =1,2,... À et produisant des biens xi4 de nature x;,,x92 
Xmgrâce à l'utilisation des services Nj4 de r qualités de main d'œuvre et 
zkœ de s qualités de capitaux, Klein suppose qu'il existe une seule fonc- 
tion technique de production par firme x, Il note cette fonction sous la for- 


me 
(1) FO (Xg » ee Xmas Mio ee ro 3 ta » ve Zsa )* 0 
OMEL21,1À 


Il suppose que la fonction F est assez régulière pour qu'on puisse en 
déduire les dérivées partielles des x; par rapport aux njo et aux Zxo } 


(1) "Macroeconomics and the theory of rational behavior" par Lawrence R. Klein dans : 
Econometrica, Vol. 14, N°2, Avril 1946. 


(2) Cette hypothèse est d'ailleurs très naturelle chez lui car il se place dans le cadre des 
théories marginalistes de l'équilibre. 
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Beaucoup d'auteurs essayent de déterminer l'allure du marché en se 
bornant à calculer certaines fonctions du type suivant : 


= 1 2 CL 2] 

X fonction des x4,, seuls : - d 25 Fe 
= 2 ee 

N fonction des nj, seuls J = L’ D AU À 
= 2 .. 

Z fonction des z,, seuls À " L 2° À 


X, N, Z représentent, dans cet esprit, des indices respectivement de la 
production, du travail, et des capitaux, On peut, comme cela a été fait la 
plupart du temps dans l'utilisation des indices économiques, essayer d'é- 
tendre aux X, N, Z des relations du type de celles qui existent entre les 
x, n, Z. Cette extension se présente sous un jour relativement simple si, 
entre les indices X, N, Z existe une relation 


(2) F(X, N, Z)=0 


tenant identiquement du fait de la définition des 3 indices, lorsque les 
équations (1) sont vérifiées, et à partir de laquelle g" puisse calculer les 
dérivées de X par rapport à N et Z respectivement (1), 


Pour étudier cette possibilité en toute rigueur Klein pose le problème 
suivant. Désignant par 


(3) X=G(x}p CTI] XmJ; ., …) XjA» ...), XmA) 
(4) N=H(n}y; .… Nr]; .…; …) NA» LL] nra) 
(5) Z ee I (CATE .… ZS]; …; …) Z1A» ..…, Zs A) 


les fonctions X, N, Z, il recherche les conditions nécessaires et suffisan- 
tes (K) que doivent remplir les A fonctions F et les 3 fonctions G, H, I, 
pour que ces dernières puissent être liées par une relation 


(6) ® (X, N, Z)=0 


Klein met en évidence un système de variables indépendantes qui sont : 
toutes les variables x;, , sauf les variables x}, (&œ=1, 2, … A) 
(i=2,3,... m) et toutes ET variables n;, et zx, Sans exception. Avec 
les hypothèses faites chaque équation (2) permet le calcul d'un x au moins 
(sans quoi la production ne figurerait pas dans ces fonctions techniques, 
ce qui n'aurait pas de sens), Par un changement de notation au besoin on 
peut supposer (2) que cet x,, est x, et on posera 


(7) Aa =À (og + Xmas Mol2aelra 3 210220 «+260 ) 


Pour obtenir les conditions (K) il suffit de remplacer dans (3) les x; 
(œ = 1,2, A) par leur expression en fonction de (7), de porter dans (6) 
et d'écrire que les dérivées de par rapport aux seules variables indé- 


(1) Klein pensait que l'existence de la relation F = 0 était une condition nécessaire 
réalité, comme l'a relevé Shou Shan Pu, cette condition n'est que suffisante, C4 


(2) Si le produit x ne figurait pas dans la production de chaque entrepris 

e, cela se tra- 
duirait dans l'interprétation économique du résultat, mais RAISON Gun l'établissement 
de ce résultat où la nature matérielle des xi n'intervient pas du tout, 
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pendantes sont identiquement nulles, On obtient ainsi très aisément les 
conditions suivantes en supposant (ce qui semble évident d'après la nature 


économique de la question) que les dérivées H_ | 


ne sont pas 


toutes nulles, Olix  OZjx 
0G 
(8) Oxia _ _ RE DOS 
OXia OG 
OX1œ œ = 192; CTI] A 
Ox1x OH 0G 
(9) Onjœ = Onio Ox18 j x D D ceee à 
Oua OH 0G Dan 
Onj« On; OX B = 1: 2, 0e 
OX1@ OI O0G 
jo) Jia = Jia One j'HATRS 
#3 Oxig OI O0G PRES ÉDEEE 
Ozjg OZ;p OX1x él = 12, RS 


Klein a appliqué ces conditions (K) à l'étude de cas particuliers. Il a 
pressenti que, dans le cas général, il doit exister quelques similitudes de 
for me entre les fonctions G, H, I ss les fonctions F (x). Nous avons pu ré- 
AO complètement la question (1 , confirmant d'ailleurs les prévisions 

e Klein, 


Nous désignerons plus brièvement par système (K) le système formé 
par l'ensemble des équations (8), (9) et (10). 


L 1.1 - INTÉGRATION DU SYSTÈME (K) 


1° Faisons d'abord quelques remarques générales mais qui nous se- 
ront utiles dans l'étude de (K). 


R 1=Les couples de variables et fonctions n et H d'une part, zetI 
d'autre part, jouent des rôles manifestement symétriques dans tout le 
problème. A tout résultat établi à n'importe quel moment de l'étude pour 
l'un des couples correspondra un résultat symétrique pour l'autre, 


R 22 Au lieu de calculer les xja dans les équations (1)F (4) =0 
nous aurions pu, sans rien changer à la forme que doivent prendre les 
fonctions G, H, I, calculer les nj, ou les z,, . Dans ces conditions nous 
pouvons compléter notre première remarque générale en disant que tout 
résultat établi pour l'un des couples n, H et z, I pourra se transcrire à la 
fin des calculs sur les couples x, G; n, H; z,I par une permutation conve- 
nable, 

2° Intégration des équations (9) (et par suite (10) ). Les équations (9) 
doivent être vérifiées lorsqu'on y fait à = fi et j prenant par ailleurs 
toutes les valeurs possibles. Ces équations deviennent alors 


(1) Cf "Sur la possibilité de construction de certains macromodèles" par André Nataf - 
in Econometrica, Vol. 16, N°3, Juillet 1948, 
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OXio OH 
Onix Oniw Near 


Je OX % OH 


Onj» Onja 


DES PRET RE 


qui peuvent s'écrire plus symétriquement 


OXix OXi& OXiœ 
Ona On2a _ Onre 
OHSSOHMR 'NBOH 
OM On2a On œ 


ce qui montre qu'il y a (r-1) équations (9 à ) indépendantes, celles que l'on 
obtient en fixant j = 1 et en faisant varier i de 2,3 à r. Ceci donne les 
équations 


OXa OH 
(9 à ) OX1a OH = Uja 1 12; d3 Tr 


OMa OM 


U;x désignant la valeur commune des rapports exprimés par rapport à x: 
ou H:Uix étant égal à Sais ne et H n'étant fonction que des variables 
indépendantes n, ui n'est a priori fonction que des variables njx, 
j=1,2,...r,x étant cependant susceptible de PÉERerS ue valeur de 1 à A. 
: APE : P X1Q X10 
Mais (9 à ) indique aussi que uix est égal à Ne . Or les seules 
variables indépendantes n figurant dans xio sont lesnja , j=1,2,...r 
mais à étant maintenant fixe, En définitive u;, n'est fonction que des va- 
riables indépendantes no, Na cesse Npo « 


Les équations (9 «) montrent que x;4 et H sont des fonctions de n,4, 
No & ss Nra €t d'autres variables (que nous n'avons pas besoin d'expliciter 
pour l'instant, mais que nous appellerons génériquement v,, ces variables 
n'étant d'ailleurs pas les mêmes pour x;4 et H) et que ces fonctions sont 
solution d'un système [P] d'équations aux dérivées partielles (où nous 
désignerons par P l'inconnue) 


CPR æ OP 
On2a à 2@ Oliœ 
OPE = OP 
[P] On3a — Usa Of 
OP OP 


onra (TX On 
Pour intégrer [P] supposons que nous ayons trouvé une solution {? 
fonction des seules variables ni4 No ee Nr P, fonction des n;4 et des 
vk vérifiera alors le système de relations. 


OP. OP OP 
p' CET — On2a =eessorsres —= onrœ 
[ | OUT OCE Mo 


On On2œ Onrœ 
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équivalent à [P] À 


Pour chaque système de valeurs des vk ces équations expriment que P 
est fonction de la Seule combinaison Ÿ (na, n°a, … nra), cette fonction 
dépendant évidemment arbitrairement des vk considérés comme des para- 
mètres. En définitive on voit que P est une fonction de (ns Roger): 
EUX Vi Vh 2) ae a 


Der [P io , No œ PELLO Nr), Vigeose 1 


Remarque, Nous n'avons pas à vrai dire intégré [P] . Mais le résultat ob- 
tenu suffira pour ce qui suit. Notons en passant que les quantités 


0P 


ne doivent pas être quelconques pour que le système admette des solutions 
différentes de la solution banale P = P (des seules variables vk), constante 
PE er aux njg. En fait les ujs sont surtout des intermédiaires de 
calcul, 


Forme des fonctions H, I, f,, G 


Appliquons ces résultats à H. En donnant à œ toutes les valeurs de 
I à À on voit que H lorsqu'on bloque les variables de tous les indices 
x sauf un d'entre eux se présente comme une fonction d'une fonction 
Ha (Nix y Nagesse Nra). Si donc l'on considère deux systèmes de valeurs 


des n. que nous désignerons par n,, etn j et j'allant de 1 à r 
Le. AL œeta' allant de 1 à À 


et qui donnent aux H4y et Ha’ correspondants les mêmes yaleurs, comme 
on peut passer des n i4 aux n;j'x Par une suite de substitutions n'inté- 
ressant chaque fois qu'un indice &«, donc ne changeant pas à chaque passa- 
ge la valeur de H, H en définitive n'est fonction que de H,, H, …. H4. 


Donc NE H (H;, EH, H;,) (11) 
D'après R 1° on a de même 


PT (Cl AT) (12) 


avec Ia= la(Zio» Zoe Zg x) 
Les mêmes raisonnements sont encore valables pour la façon dont les 
n et les z interviennent dans les x . 


Donc X1a= Li (Koss, xMa), Ho, I) (13) 
les fonctions Ha et Ix intervenant dans N, Z et x:4 ayant exactement la 
même signification, d'après l'étude du système [P]. Si l'on remonte aux 
fonctions F (x), (13) peut se mettre sous une forme plus symétrique 

(13) Fax (X1a, Xo@ eee Xmos Ha, LEO 
Une première forme déjà assez réduite de N, Z et Fœest donc 


(11) N=H(H,, Ho, se, Ha) 
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(12) Z=I(I,, 25, LLLE] 11) 
(13) Fa (Xi Æ2ose se XmaiH » 1 ) = 0 


D'après R 2° on peut arriver aussi bien à passer de cette for me à la forme 
suivante 


(14) X=G(G, Goo Ga) avec Go=Go(Xim Xzmeee Xma) 
(15) Z=1l(I: , VERTE IA) 
(16) Fa(Ga; Mas Noces Nr Ia) = 0 


Donnons-nous maintenant un système D de valeurs des x, n et z vérifiant 
par exemple (11), (12) et (13). Ce système vérifie donc aussi (14), (15) et 
(16), particulièrement (14) et (16). Donnons-nous alors un autre système 
D' de valeurs donnant aux 14 et Ga les mêmes valeurs que D et ne 
changeant pas les n. Dans ces conditions (11), (12) ou (15), et (14) donnent 
les mêmes valeurs à N, Z et X cependant que (16) d'après la façon dont in- 
terviennent les arguraents est encore vérifié. Mais alors en raison de l'é- 
quivalence entre (11), (12) et (13) d'une part et (14), (15) et (16) de l'autre 
le 1er système est satisfait et (13) en particulier est vérifié. Or, dans (13) 
les seules variations effectuées ont porté sur les Xjx , Ces variations 
laissant cependant Gy(Xiu, X2& ose Xma) invariant, (13) continue donc à 
être vérifié sous la seule réserve de l'invariance des G x . Donc (13) asso- 
cie à un système de valeurs de H4 et Ia la même valeur de Ga. Par suite 
(13) peut se mettre sous la forme 


(17) LE Kia: Xoœw cecee a) = Xœ(Ha;, 1x) 
ou plus symétriquement sous la forme 
(18) Fa (Ga; Ha; Ia) = 0 


Une deuxième forme réduite de X, N, Z, F4 est donc 


X=G(G:1, G> ee Ga) 
(19) N=-H(H;, H> oc H;) 

Z=](I:, 12 eee IA) 

Fœ (GT HS LEO 


Arrivés à ce stade nous pouvons déjà remarquer du seul point de vue ma- 
thématique que nous aurions pu, au lieu de considérer 3 groupes de varia- 
bles x, n, Z, en Considérer un nombre quelconque sans changer la forme 
des équations (1) à (10) mais en ajoutant simplement quelques nouveaux 
indices économiques et quelques équations exactement de la même forme 
que (9) et (10), (8) restant tel quel. Les nouvelles équations telles que (9) 
et (10) se résoudraient de la même façon et, en définitive (19) serait uni- 
quement modifié par l'adjonction de quelques indices économiques dépen- 
dant toujours de A fonctions d'une seule catégorie des variables de même 
nature, tandis que les arguments des équations F4 = 0 ne contiendraient 
que ces mêmes fonctions relatives à la lettre &« 


Pour ne pas alourdir les notations nous continuerons par la suite à ne 
raisonner que sur trois groupes de variables, ne généralisant qu'à la fin, 
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Les résultats déjàtrès simplificateurs auxquels nous aboutissons n'ont 
été obtenus qu'en considérant les équations (9) et (10) où l'on faisait «a = él 
Considérons maintenant les équations où à L (Ce que nous savons main- 
tenant nous permet d'écrire les équations sous la forme 


GES OH OH OHyx OG 
9 OH Onia a OHc On x OX18 
(8) Oùs OHs OH OH  0G 
OHB On;g OH On; OX 
ou plus simplement 
OX1% OH 0G_ 
(9) OH > OH OX:8 & = 15 Dee À 
OX:18 OH O0G Bza= 12 pr A 
OH OH 07 
et de même 
OX OI 0G 
a Ola pee Olx OX18 EMA PA 
0 TRE D OA EE 
OX1p OI 0G Bza= 12 7À 
OIp OI8 OX10@ 
0G 
OX1p 
Eliminant entre ces équations le rapport 0G 
OX 
il vient 
OX, 01 OXix OH 
OHax Olx ve Olu OH, 
(20) Oxg O1 Oxipg OH 
OHp Olg OIp OHsg 


(20) montre que le 1er membre, fonction des seules variables 


Xi x (i æ 2, tt), How I X ;8 (j F 2, #10) H3, T5, L, ,19, ..1;) 


est identique au 2ème membre fonction des seules variables 


Xjo (i & ei H Lo X ;8 (j = 21.01); H;, le; H, ,H;, H;) 


Toutes ces variables étant indépendantes il s'ensuit que celles figurant 
dans un seul membre n'interviennent pas en réalité. Mais ces variables 


provenaient respectivement de 


pour 1,, Io,.e.e In 


et de 


pour H,,H,,....H1 
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On voit donc que ue BE: par exemple n'est fonction que de H4et H3 
œ “ 
et non des autres H;. Désignons par hog(a,$ ) cette fonction 
OH 
cer 
(21) oH =hup 
OHB 


Nous allons voir que hœgest de la forme ha(a) hg (BP). Nous pouvons en 
effet écrire avec un 83e groupe de variables 


OH OH 
OHB OH 
(22) OH =hs;(B,y) et OH =hoy(a, y) 
OHy OHY 
En combinant (21) et (22) on trouve 
ha 


Nous pouvons dans (23) donner à $ une valeur fixe fc puisque h4yne dé- 
pend pas de H3, h4g,ethy4, Seront des fonctions de Het H+ seuls. D'où 


__ha(Ha) 


(24) ay = h, (Hy) 


Dans (24) jusqu'ici y peut prendre toute valeur 1,2,....A sauf la valeur, 
Les équations (24) nous permettent en tous cas d'écrire 


OH OHNSPONTARUE oH 
OH = OHy _— OH: = OH _ + OH: 
(25) he. heu inyl0 ile re 


Mais en inter vertissant le rôle des variables à et $ par exemple nous 
pouvons écrire, k; désignant une fonction de la seule variable H; 


OH OH OH OH OH 
OH = OHY = OH — OH: = _ O4 
(26) KB ir k} +” Kk; Li k, Résss 7 ka 


La comparaison de (25)et(26) montre immédiatement que les fonctions 
h et k de même indice sont proportionnelles, le coefficient de proportion- 
nalité pouvant d'ailleurs être pris égal à un par homothétie. Mais alors 
chacun des systèmes pourra être complété par celui des rapports qui lui 
manquait et l'on aura identiquement de 1 à A sans exception 


OH OH OH OH OH OH 
(27) OL QE te ON OH OISE MURS 
h; ho LELY] h & h S hy Mieseet tn ha 


ne maintenant par di une fonction de H; Seul, primitive de h;. On 
a donc 
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d&:; 
(28) dH; = h; i variant de 1 à A 
Posons 
(29) H = dates + cases de, 
OH _ d#, 
où ei =h} 
D OH dE 


(27) alors s'écrit sous la forme équivalente 


OH OH OH 
OH _ OH: _ _ OHA 
(27) OH OH 7 OH 


. Nous voyons encore que H est une fonction arbitraire de H seul, De 
même I sera une fonction arbitraire d'une fonction I de la forme 


(30) I=T: Er). +9à (11) 
et G une fonction arbitraire de G 
(31) G=Gi(Gi)+Qa (Ga) + sous + Ga(Ga) 


Formes associées des fonctions Xi (Hi, Ji) H, I, G. 


Il n'est pas moins général (et il sera plus simple pour les calculs) de 
prendre pour H, I, G, des fonctions de la forme H, I, G. 


Il est clair par ailleurs que les variables essentielles sont les H;, les 

li et les Gi. Pour exprimer que H, 1, G sont liées par une relation @ il va 

nous être commode d'écrire que, pour chaque système de valeurs des va- 

riables indépendantes H,, 1,, les différentielles d H, d G, dI sont liées 

ar une relation linéaire et homogène, le coefficient de d G n'étant pas nul 
la production en effet doit aboutir à quelque résultat). 


(32) dG=adH+bdI 
Cette identité en dHj, d1; quel que soit j, entraîne 
0oG OX; dd; 


D'où a = dde quel que soit j 
dHj 


a pouvant s'exprimer au choix par une fonction d'une variable indépendante 
d'indice j arbitraire ne peut être qu'une constante car entre deux systèmes 
de valeurs de toutes les variables on peut opérer un passage au moyen de 
2 autres systèmes ayant une valeur commune de variable de certain indice, 
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Par analogie b est de même une constante absolue. 
Mais alors (32) s'intègre immédiatement en donnant 


(33) G=aH+bl +C 


Nous pouvons dans (33) faire rentrer c dans une des fonctions G, H ou 
I et remplacer aH et bI par de nouvelles notations Het Iet l'on aura iden- 
tiquement 


(34) G-H+1 
ou encore 


Ga (Ga) + Go(Ga)+ noue Ga(Gn) = 2 (Hi) +002 (Ho)+ vb à (H y) 
+ D (Li) +90 (To) + ce + Ta (a) 
et comme G n'est fonction que de H, et 1j on devra avoir 
(35) G (Gy)=d;(H;)+ 75 (1) quel que soit j 


La relation (35) doit être vérifiée compte tenu de la relation (18) (où 
l'on fait « =j). C'est donc que la relation (18) ou encore les équations de 
production Fx= o doivent se ramener à la forme suivante : 


Gal Ga(Xto X2a » Xino) | = &'a[ Ho (na , Nogeelrg)| + Ja [ati a …..Zs0)| 


ou encore en remarquant que Ga(Ga),%Æa(Ha), Ja(Ja) Sont simplement 
trois symboles de fonctions, on peut énoncer le théorème suivant : 


THÉORÈME 


Pour qu'il puisse exister, dans les conditions de l'énoncé trois indices 
X, N, Z, de la production seule, du travail seul et des capitaux seuls, liés 
par une relation F (X, N, Z) = 0 il faut et il suffit que les fonctions de pro- 
duction individuelles puissent se ramener à une somme de trois fonctions 
respectivement des produits fabriqués, du travail, et des capitaux utilisés 
par chaque entreprise, Dans ces conditions on pourra prendre (et cette 
restriction n'est qu'apparente puisque G, H, I ne sont évidemment définis 
qu'à une fonction d'eux-mêmes près) 


H=de, +0, + sue +0 + suce + Ca 
LP TR TS ER LA 
i G= Gi+Go + ve +Q at esse +G a 
et dans ces conditions ® s'écrira 
G=I+H 
ou X=N+2Z 


Extension à un plus grand nombre de groupes d'arguments. 


Il est clair que les remarques faites après le système (19) s'appli- 
quent encore aux équations que nous avons traitées et que si des raisons 
économiques poussaient à considérer d'autres découpages des arguments 
des fonctions de production, le théorème s'étendrait immédiatement, 


/ 
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PORTÉE DU RÉSULTAT 


Ceci posé il convient de réfléchir sur les conséquences possibles du 
théorème, 


Une première remarque est qu'il est rare qu'on puisse trouver une 
seule relation technique liant le produit (ou les produits) aux facteurs de 
production (travail, machines, matières premières, etc...) et épuisant à 
elle seule la technique d'une entreprise. Mais, comme nous le verrons 
dans une analyse que nous donnerons dans la deuxième partie en II 3.2a, la 
production d'une entreprise peut se décrire au moyen d'un seul paramètre 
ou d'un petit nombre de paramètres caractérisant la ou les techniques 
employées, Au lieu donc d'une seule équation liant les xj, nj, Zk, il sem- 
ble qu'il est beaucoup plus conforme à la réalité d'exprimer au contraire 
les xj, nj, ZX au moyen d'un petit nombre de paramètres arguments. 


On peut toutefois signaler comme exemple celui de l'exploitation des 
lignes téléphoniques où le nombre de communications possibles en un 
temps donné est une fonction à peu près linéaire non seulement du nombre 
de postes téléphoniques, mais aussi du nombre des centraux, des lignes et 
de certains appareils de recherche, de branchement, etc..., équipant les 
centraux, 


Cependant même dans ce cas il nous faut faire une deuxième remar- 
que : les possibilités d'agrégation que nous avons mises en évidence nous 
conduisent à ajouter telles quelles des parties de fonctions de production 
individuelles. Mais pour connaître ces parties, encore faut-il connaître 
très précisément chacune des fonctions de production elles-mêmes et l'on 
ne voit pas l'économie de travail permise, Chose beaucoup plus grave, les 
fonctions X, N, Z n'ont pas d'interprétation technique : il est manifeste- 
ment formel d'ajouter des nombres qui mesurent des fonctions d'unités 
d'espèces hétérogènes, les x; et les zx pourront être tout à fait distincts 
selon l'entreprise considérée, Le problème tel qu'il a été posé ne nous a 
donc pas suggéré d'agrégat semblant valoir la peine d'être retenu. 


Cependant, dans la vie, il s'est introduit historiquement un type au 
moins d'agrégat largement défini : c'est l'agrégat linéaire qui donne à un 
moment donné la valeur d'un ensemble de biens par sommation des valeurs 
de chacun des biens. La forme même de solution que nous avons reconnue 
à l'instant nous oblige à remarquer (mais pas du tout à découvrir ce qui 
date de bien longtemps) qu'on peut concevoir un agrégat X' qui représente- 
rait la valeur de la production d'une entreprise;N'la valeur des salaires et 
Z' la valeur de dépréciation des capitaux, Bien des théories donnent entre 
ces valeurs une relation de la forme 


X'=(1+T)(N'+2!) 


T étant un nombre positif représentant un taux de profit, ou des relations 
analogues qui semblent jouer le rôle de la fonction ® (X, N, Z)=0.Ilne 
s'agit pas ici pour nous de retrouver des égalités de ce type, mais de nous 
demander pourquoi nous ne les avons pas retrouvées. La réponse est faci- 
le : c'est que nous ne sommes pas partis de relations économiques (liant 
en particulier les Xio,nja,Zka Qui doivent avoir un prix ne dépendant que 
du premier indice, i, j où k, mais de relations techniques où les agrégats 
comme nous l'avons vu n'existent que rarement et sans être d'ailleurs in- 


téressants, 


Le problème posé par Klein, surtout une fois qu'on en à vu la solu- 
tion, est donc en quelque sorte trop pauvre, trop abstrait de la théorie 
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économique, Ce défaut avait été remarqué par hou Shan Pu et Kenneth 
O, May qui avaient proposé une autre approche. Sans nous inspirer très 
directement pour l'instant de leurs idées nous allons étudier un problème 
d'agrégation qui se pose dans le cadre de la théorie des choix, théorie qui 
constitue une base plausible d'explication de la consommation. Cependant, 
dans le cadre de cette théorie, le problème cherche à épuiser une possibi- 
lité complète d'agrégation des individus dans leur comportement de con- 
sommateur, Aussi en raison de la généralité de cette possibilité, en raison 
également du caractère très flou de structure qu'impose la théorie des 
choix, traitons-nous ce problème dans ce premier chapitre. 


1. 2 — POSSIBILITÉ D’AGRÉGATION COMPLÈTE DE LA CONSOMMATION 
DANS LE CADRE DE LA THÉORIE DES CHOIX !" 


_L 2.1 - ÉNONCÉ DU PROBLÈME 


Considérons n biens de consommation B;,, B, …. Bn et une société 
composée d'un certain nombre fixe d'individus I, Dans une situation donnée, - 
mais à part cela quelconque de prix, caractérisée par une direction II de 
plan de budget, les individus I règlent leur consommation en maximant 
leur satisfaction selon leur revenu. Nous nous proposons de rechercher 
quelle doit être la forme des surfaces d'indifférence des I pour que, quel 
que soit le point moyen G de consommation de la société, et quels que 
soient les revenus individuels des I pourvu que leur ensemble donne G 
comme point moyen, on puisse trouver une famille fixe de surfaces (H) 
dont une et une seule passe par G en admettant en ce point un plan tangent 
parallèle à IT. 


En d'autres termes nous prenons pour agrégats les sommes des diffé- 
rents biens consommés et la somme des revenus et nous voulons que ces 
agrégats suivent eux aussi la théorie des choix. 


L 2.2 - UNE CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE DE POS- 
SIBILITÉ D'AGRÉ GATION 


Désignons par Ox;, Ox:2..… OXn les axes correspondant aux biens 
B1, B2.. Bn. Soient deux individus ou plutôt (pour pouvoir par la suite 
tenir compte de consommations moyennes pondérées) deux groupes d'indi- 
vidus identiques à l'intérieur de chaque groupe, I, en proportion a; et I: 
en proportion a: (a, + a: = 1) de plans de budget If; et Il: tangents en M, 
et M2 à leurs surfaces d'indifférence Z, et Z, de revenus r, et r>. 


Le point G sera le centre de gravité des points M, et M, pondérés par 
a, et a°:, Le plan de budget passant par G correspond à un revenu 
TG = air +AoTo. 


Nos conditions imposent à G de ne pas changer à situation de prix 
donnée si r ç(ou le plan de budget) ne varie pas. Or, l'on peut évidemment 
faire varier r; et r, (supposés toujours positifs) de façon que leur moyenne 
pondérée reste toujours égale à rg. Soient alors M',et M'les points repré- 
sentatifs des consommations de I; et I: dans une de ces situations. Leur 
centre de gravité doit être le même point G. Donc M; M, et M', M', doi- 
vent se couper en G et de plus G divise dansle même rapport les segments 

1 M2 et Mi et M'2. Donc M4 M'i et M2 M'2 sont parallèles et dans ce 


(1) Nous reproduisons ici presqu'intégralement un article 
ne ne, £ paru dans la revue Métroecono- 
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même rapport (d'après la réciproque du Théorème de Thalès qui jouera un 
grand rôle au fond dans cette question). Mais nous pouvons aussi considé- 
rer dans la même situation de prix une autre situation de revenu de l1 et 


M2 12 où les consommations de ces grou- 
pes sont par exemple représentées 
par Miet M°. La consommation moyen- 
ne sera représentée par le point A: 
divisant M; M', dans le même rapport 
que G divise M1 M2 ouM' M. 
Par conséquent G A; est parallèle à 
M: M2 et donc aussi à M: MA. Mais 
de plus A1 doit également être obtenu 
en raison de l'unicité de la consom- 
mation moyenne correspondant à un 
Système de prix et à un revenu global 
donné, à partir de Met d'un point M'# 
M2 consommation de I2 dont la com- 
position avec M', redonne A;.M';, M", est alors parallèle à M; M'; donc à 
M2 M'2. Par suite M: M', M', sont alignés et de plus Mo M'o = M'o M'o. 


Par un raisonnement analogue on peut, pour la même situation de prix 
et des revenus variables de façon égale, déduire de M: M',: des points 
M'2, M’ etc... (des deux côtés de M2 M'2 d'ailleurs au moins tant que 
toutes les composantes des biens et tous les revenus sont positifs) alignés 
et équidistants entre eux, Or, on peut prendre M, M', aussi petit que l'on 
veut, En particulier si d r est la variation de revenu correspondant à M2 


M', on peut prendre une variation de revenu , N étant un entier, Nous 


obtiendrons pour ces N variations égales des points alignés entre eux, 
équidistants, dont le premier est M2 et dont le dernier coïncide avec M'. 
En supposant, ce qui semble légitime, la continuité des variations des sur- 
faces d'indifférence et de leurs plans tangents, on voit que les consomma- 
tions correspondant, à prix donnés, à tous les revenus possibles sont, 
pour un individu I,, sur une droite D, (et vice-versa, en raison de la fa- 
çon dont ces consommations ont été obtenues, en se limitant évidemment 
aux consommations positives), restriction assez importante surtout prati- 
quement lorsque les revenus sont très différents. Il en est donc de même 
évidemment pour tous les individus. De plus comme M: M': et M2 M' 
sont parallèles, on voit que les droites D1 et D2et par suite toutes les 
droites D sont parallèles entre elles, de direction À, coupant d'ailleurs 
la direction II. 

Nous dirons dorénavant que les directions À et II sont conjuguées, 
Les droites D sont les courbes d'Engel pour chacun des L 


En définitive, une condition nécessaire d'agrégation pour deux groupes 
d'individus (et par suite pour un nombre quelconque) est que les courbes 
d'Engel relatives à ces individus soient des droites parallèles entre elles 
(mais dont la direction peut parfaitement dépendre de celle du plan de 


budget). 

Cette condition est aussi suffisante. Si en effet les courbes d'Engel 
sont des droites Di parallèles pour tous les individus la consommation mo- 
yenne sera évidemment d'abord sur une droite D parallèle aux Di et pas- 
sant par le barycentre des points d'intersection des Di avec un plan fixe, 
quels que soient les revenus des I, De plus l'abscisse de G sur cette droite 
a des variations qui sont les moyennes des variations des abscisses des 
points représentatifs des consommations individuelles. À prix donné ces 
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variations étant proportionnelles à celles des revenus, G ne variera donc 
pas si la variation globale des revenus est nulle. 


Nous pouvons maintenant remarquer que tous les résultats sont éta- 
blig en se basant sur l'hypothèse suivante de la théorie des choix : à un 
système de prix et un revenu donnés, il correspond une consommation 
bien déterminée et une seule. Cette correspondance, pourvu évidemment 
qu'elle existe avec les propriétés d'ordre habituellement exigées par la 
théorie des choix, n'a même pas besoin d'être une correspondance de con- 
tact entre plan de budget et surface d'indifférence, mais seulement une 
correspondance d'appui, 


Nous allons alors montrer, en nous aidant de la condition de linéarité 
et de parallélisme des courbes d'Engel que les consommations moyennes 
‘ G peuvent bien s'obtenir comme point de contact (ou d'appui) de surfaces 
d'indifférence (H) avec un plan de budget global donné (1), 


L 2.3 - DÉTERMINATION DES SURFACES D'INDIFFÉRENCE DES 
CONSOMMATIONS AGRÉ GATS 


Pour cela nous allons construire à partir des familles de surfaces 
d'indifférence X; des différents individus 1j de la société des surfaces 
dont nous verrons que ce sont les surfaces (H). 


Reprenons toujours nos deux individus I; et I, et supposons que leurs 
satisfactions restent constantes. La consommation M1 de I: décrira donc 
une certaine surface Z et celle M, de I2 une surface Z :. De plus les plans 
tangents IT, et II, en M, et M, à ZX ? et 2° sont parallèles, Recherchons 
alors le lieu Z $ de G ou plutôt établissons la propriété suivante de Z 3 : le 
plan tangent IT en G à Z 4 est parallèle à IT; etIl,. Ceci est évident car le 
déplacement de G est une moyenne pondérée des déplacements de M1 et M. 
Lorsque les déplacements (infinitésimaux) de M; et M: sont parallèles à la 
direction de IT, et IT,, celui de G en raison de cette linéarité et homogé- 
néité sera aussi parallèle à [I]: et I[:. Par conséquent l'élément de contact 
en G à Z 3 sera parallèle à la direction du budget. Il reste à établir que cet 
élément est bien de la même dimension que IT, et IT, (supposés de (n-1) 
dimensions tous les deux). Il revient au même et il est même préférable, 
il est plus direct, de démontrer que Z 3 a même dimension que X° et 23 
supposés tous deux de même dimension (n-1). Pour cela supposons que G 
soit un point de À 4 obtenu à partir de deux points M, et M, de ZX ° et X2. 
Nous allons démontrer qu'il existe un point G' de Z 3 dont on peut se don- 
ner arbitrairement n-1 coordonnées à condition qu'elles soient suffisam- 
ment voisines de celles de G. Si l'on fait en effet un tel choix des n-1 pre- 
mières coordonnées le lieu de G' sera une droite L. S'il existe un point G' 
de L sur Z 5 il proviendra de deux points M', et M', deZ® et 12 qu'il 
divisera dans le rapport opposé et inverse des poids affectés à L, et L. 
Une homothétie négative de pôle G et de même rapport doit donc amener 
Z'?, transformée deXZ * à être tangente àZ2 en M". Ceci suggère donc 
d'opérer une telle homothétie, mais à partir de tous les points de L (puis- 
que G' est encore à déterminer). On obtiendra ainsi une famille de surfa- 
ces Z { qui se déduisent de l'une d'entre elles par des translations paral- 
lèles à L. Ces surfaces Z ? peuvent de plus se déduire par des translations 
T de la surface 29 semblablement définie avec le point G, supposé déjà 
déterminé, comme centre d'homothétie, en raison de la correspondance 
entre 2 homothéties de même module. 


(1) Notons avec soin que ceci ne suppose aucun i 'exi i 
Eater eue dt res se un jugement d'existence sur la notion de sur- 
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Etant donné que G est voisin de L, certaines de ces translations T 
sont petites en modules, On peut les définir comme ayant pour origine M» 
et pour extrémité un point variable sur une droite L' déduite de L par une 
translation qui l'amènera à être voisine de M2. Par ailleurs ZX 4 et 2 ; sont 
tangentes de chaque côté du plan tangent Il; en raison de l'homothétie né- 
gative d'une part et du fait que pour des surfaces d'indifférence les plans 
tangents sont plan d'appui d'un même côté opposé à l'origine (c'est même 
leur propriété de base). Par conséquent en raison de la proximité de G et 
L et M: et L' certaines surfaces Z'4 que nous appellerons Z % seront d'un 
autre côté de IT, que Z . L', voisin de M>, coupe ZX 2 qui est de dimension 
n-l, si elle coupe II:, ce qui est réalisé si les n biens ont un prix fini, 
Soit N2 ce point de rencontre de L'et>X2, La surface ZX‘? déduite de 39 
par la translation M: N: coupe donc >=? en N2. On voit donc qu'au cours 
de la translation continue suivant L ou L' qui amène des>X°? à Z'/il y aura 
une position de transition oùZ 5 aura un plan d'appui (plan tangent en géné- 
ral) commun avec une Z'? en un point commun M'. Ce contact (ou appui) 
n'est d'ailleurs possible qu'en deux points homologues car à une direction 
de plan de budget et à une surface d'indifférence ne correspond qu'un point 
de contact, propriété invariante par homothétie, Il existera donc un point 
de L correspondant à ce point M' et ce point sera le point G' cherché. 
(Cette démonstration n'exige même qu'une seule des surfaces Z° auX2 
soit de dimension n-1), 


Laissant maintenant 2? fixe et faisant varier les Z ? on détermine une 
famille à un paramètre continu de surfaces Z9. Ces Z9 sont tangentes, à 
situation de prix donnée, et à revenu donné, aux plans de budget corres- 
pondant à un certain revenu moyen del,etI2, en un point correspondant 
à la consommation moyenne. Si l'on avait fait varier simultanément lesZ, 
et Z , on aurait retrouvé (à vrai dire par recoupements successifs, en 
raison des conditions de positivité imposées aux revenus et aux biens) ces 
mêmes surfaces Z g étant donnée leur définition commune par élément de 
contact à (n-1) dimensions. A partir de l'ensemble de ces Z g (obtenu au 
moyen de toutes les associations des Z, etZ,) on peut continuer avec les 
surfaces > ; relatives à un individu 1; et ainsi de suite, Il est bien évident 
qu'on arrivera ainsi à des surfaces (H) tangentes au point de consommation 
moyen de la société au plan de budget moyen de la société. 


(Remarquons d'ailleurs que nos démonstrations se sont appuyées dans 
le fond uniquement sur l'existence de plans d'appui, plutôt que de plans 
tangents, ce qui assure un caractère très large aux résultats). 


D'une façon générale nous avons non seulement trouvé ce qu'on peut 
appeler les surfaces de consommation de la société, mais même montré 
que si le point moyen décrit ces surfaces on peut, et d'une infinité de fa- 

ons, faire décrire conjointement à chaque individu une de ses surfaces 
‘indifférence. 


Arrivé à ce stade de nos résultats on pourrait toutefois se demander 
si, en composant directement les n consommations (au lieu de commencer 
par I,etl. et leur imposer déjà une possibilité d'agrégation) on ne pour - 
rait pas avoir agrégation dans des conditions moins restrictives. En réali- 
té étant donné les strictes conditions d'agrégation possible dans tous les 
cas que nous avons imposées, il est clair qu'on peut fixer (n-2) revenus et 
exiger l'agrégation pour les 2 restant, dans toutes leurs variations possi- 


bles, 


Cependant l'idée de l'objection mérite ici encore comme pour la pro- 
duction, qu'on s'y arrête. Cette objection revient à demander d'étudier les 
possibilités d'agrégation non pas lorsque les prix et les revenus varient de 
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toutes les façons possibles, ce qui n'a pas d'intérêt, voire même de sens, 
économiquement parlant, mais en restant dans une certaine classe (@ plus 
restreinte de variations au sein de laquelle se trouve la variation effective 
des prix et des revenus des membres de la société étudiée, variation cor- 
respondant à une valeur de l'ensemble des paramètres qui gouvernent la 
classe C. Il est certain que si C est une classe se rencontrant dans la vie 
économique réelle et si il y a possibilité d'agrégation de forme donnée au 
préalable pour C, ce résultat sera plus large à l'intérieur de C que le ré- 
sultat auquel nous sommes arrivés lorsque les variations de revenus 
étaient arbitraires. C'est en partant de ce point de vue que nous dirigerons 
nos recherches dans la 2ème partie de ce travail. 


Dans nos hypothèses actuelles les résultats établis nous permettent, 
si l'on connaît n familles de surfaces d'indifférence, de dire s'il y a ou non 
possibilité d'agrégation. 


L 2.4 - CONSTRUCTION GÉNÉRALE DES SURFACES D'INDIFFÉ- 
RENCE DES MEMBRES DE LA SOCIÉTÉ DANS LE CAS 
D'AGRÉ GATION 


Mais il serait également intéressant de construire à priori toutes les 
familles de surfaces d'indifférence pour lesquelles le problème est possi- 
ble : D'après notre étude il suffira de déterminer tous les couples de 2 
familles de surfaces d'indifférence pour lesquelles les points de contact 
des plans tangents (ou d'appui) parallèles à une direction quelconque II 
sont deux droites parallèles entre elles (leur direction pouvant toutefois 
varier avec celle de IT) ou plus brièvement pour lesquelles les courbes 
d'Engel sont des droites parallèles pour une même direction de plan de 
budget, Remarquons déjà qu'économiquement cela voudra dire que pour 
une situation de prix donnée, les variations (en général virtuelles d'ail- 
leurs) de consommation sont proportionnelles pour chacun des biens aux 
variations éventuelles de revenus, selon des rapports fixes indépendants 
de l'individu considéré. 


On voit immédiatement des solutions particulières, par exemple : 


1° les deux familles sont constituées de surfaces déduites de deux 


surfaces quelconques par une translation de module variable mais de di- 
rection fixe. 


2° les deux familles sont confondues en une seule formée de surfaces 
homothétiques entre elles par rapport à un pôle fixe. 


à (Remarquons à ce propos que le fait d'avoir même famille de surfaces 
d'indifférence pour tous les individus ne suffit nullement à assurer l'agré- 
gation, en raison de la diversité possible des revenus), 


Mais revenons à la recherche de la solution générale, Dans le cas de 
deux biens le problème est très simple : il suffit de se donner deux famil- 
les de droites D, et D, et d'attacher à deux droites parallèles de la même 
famille une même direction conjuguée en chacun de leurs points. On définit 
ainsi deux champs d'éléments de contact qui, dans des conditions très lar- 
ges, admettront des courbes enveloppes, intégrales des équations différen- 
tielles que les deux champs définissent, 


Mais dès que l'on passe à 3 biens on ne peut dire qu'aux champs d'élé- 
ments de contact que l'on peut définir à priori correspondent des multipli- 
cités intégrales à deux dimensions. Il n'en est même pas ainsi en général. 
Sans étudier le problème analytiquement on peut, d'après les propriétés 
mêmes que nous avons établies, trouver d'abord la famille la plus généra- 
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le des surfaces pour lesquelles les courbes d'Engel sont des droites (ou 
portions de droites), Il est clair qu'on ne restreint pas la généralité en 
partant de deux surfaces quelconques qui seront destinées à faire partie de 
la famille. Soient S1 et S2 ces surfaces. Associons sur S: et S2 leurs 
points en couples M, et M, où les plans tangents respectifs soient parallè- 
les entre eux, D'après ce que nous avons vu en L2.3, les lieux des points 
MK divisant M; M2 dans un rapport donné k sont des surfaces Sk et, en MK 
leur plan tangent est parallèle aux plans tangents en M, et M, à S1 et S2 
Il est certain par ailleurs qu'il ne peut y avoir que cette solution puisque le 
système correspondant de points et plans liés est complètement intégrable 
(on a en effet trouvé pue solution) et qu'en conséquence on sait qu'il n'a 
alors qu'une solution (1), 


I reste cependant à chercher comment on peut associer avec Skune 
autre famille pour laquelle les directions conjuguées soient les mêmes. 
Pour le voir il suffit de se laisser guider par l'idée intuitive suivante : si 
l'on considère les surfaces S| pour lesquelles k est voisin de 1 les points 
de ces surfaces sont très éloignés, mais les directions conjuguées n'en 
subsistent pas moins, la position des droites D n'intervenant plus. Pour ne 
conserver que les propriétés de direction prenons alors un point fixe O et 
menons OM = M, M:. Le déplacement de M est la différence de ceux de 
M2 et M1 donc parallèle à IT et II2 et par suite le plan tangent (d'appui) 
du lieu S de M sera conjugué avec O M. 


Cette propriété admet manifestement une réciproque : Considérons en 
effet une surface $S quelconque a priori, En chacun de ses points M menons 
son plan tangent de direction [I auquel nous faisons correspondre 1a direc- 
tion conjuguée D parallèle à O M, O étant un point fixe. 


Partons maintenant de surfaces S,, S,... etc … et couplons les points 
M1, M2, … de ces surfaces où le plan tangent est parallèle à IT, Si l'on 
associe à M1, M2... les droites D, D2... parallèles à D et issues de 
M1, M2. et si à D1, D: on associe en chacun de leurs points la direction 
de plan conjuguée à D, il est clair qu'on obtient des systèmes complète- 
ment intégrables. 


Il suffit en effet de porter à partir de M,, M... et sur D,, D,, des 
segments de même longueur u OM, soient MiN;, MN, ... 


N, et N, ont en effet des déplacements sommes de ceux de M; et M; 
situés dans ÎII et de u fois celui de M qui est également dans IT 


Cette étude (2) nous indique le procédé général le plus simple, semble- 
t-il, pour obtenir les couples de familles de surfaces d'indifférence consi- 
dérées, sous la réserve toutefois que ces surfaces aient, dans leur ensem- 
ble la forme de surfaces d'indifférence. Ceci nous amènera évidemment à 
prendre pour S1, S2.… des surfaces de forme convenable et S convexe par 
rapport à O. Il est certain que les surfaces que nous construirons convien- 
dront au voisinage des surfaces de base S,, S2.…., mais que nous devrons 
nous arrêter à un certain moment, au moins en particulier lorsque l'une 
des coordonnées deviendra négative. Ces conditions sont cependant moins 
importantes dans les applications qu'il ne pourrait le paraître car le véri- 
table problème consiste, à partir de variations constatées dans les con- 


(1) On voit ici une raison de plus pour laquelle en composant deux individus nous avons 
pondéré leur consommation : c'est pour nous servir ici avec k quelconque, du résultat 
établi plus haut. 

2) En terminant indiquons que Mr. W.M. Gor man de l'Université de Birmingham, partant 
EL question de rendement social maximum est arrivé aux mêmes résultats. On peut 
d'ailleurs démontrer l'équivalence a priori des deux problèmes considérés. 
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sommations, de déterminer des surfaces du type étudié coincidant, dans 


les seuls domaines de variation plausibles avec les résultats relevés. 
L 2.5 - INTERPRÉTATION DU RÉSULTAT 


Si l'on cherche maintenant l'interprétation économique du résultat on 
voit que, dans cette société, une fois déterminée arbitrairement pour cha- 
que individu une surface d'indifférence de base, toute modification algébri- 
que du revenu se traduit par une même modification de sa consommation. 
Il est clair, sous cette forme que ceci est irréel, des individus de revenus 
à l'origine très différents ne réagissant pas du tout de la même façon à 
une même modification de revenus. L'ouvrier qui voit son salaire augmen- 
ter de 3.000 Frs par mois par exemple n'accroîtra pas du tout sa consom- 
mation de la même façon qu'un petit industriel dont les dépenses de con- 
sommation auront augmenté de 36.000 Frs dans l'année, augmentation 
qu'il aura sans doute jugée insignifiante, Du reste l'apparition (ou la dispa- 
rition), constamment constatée, de catégories de bienS lorsque l'on consi- 
dère les consommations de classes sociales bien distinctes, jointe au fait 
que notre résultat exige pour des classes distinctes des variations de mé- 
me nature de la consommation (ce qui reviendrait à imposer des consom- 
mations négatives de certains produits), limite manifestement la recherche 
d'agrégation dans ces cas. Ceci confirme combien il est peu admissible a 
priori de raisonner sur de très grandes quantités globales comme le seul 
revenu total de la société. S'il n'y a pas d'autres contraintes introduites 
sur les variations individuelles de revenu, ce théorème prouve en effet 
que la connaissance de ce seul revenu ne peut renseigner beaucoup sur les 
composantes globales de la consommation. Aussi la tendance qui prévaut 
actuellement dans les recherches économiques de délimiter avec soin les 
ensembles de biens et les groupes socio-économiques sur lesquels on opè- 
re une agrégation est-elle pleinement justifiée. On pourrait cependant ob- 
jecter que si les distributions des goûts des individus et celles de leurs 
revenus suivaient elles-mêmes des lois stables, de grandes agrégations 
seraient justifiées, Pour prendre un exemple plus illustratif que réel si 
une société était stationnaire à tous les points de vue (démographique, 
technique, économique, etc...) ou ne se développait que par homothétie, on 
pourrait dire que la consommation globale ne dépendrait que du revenu 
global, Sans doute l'existence momentanée de certaines stabilités voisines 
de ce type explique-t-elle que des théories très globales puissent rendre 
compte de certains faits, Mais cette stabilité, comme on le constate tous 
les jours n'a rien d'éternel, Les théories globales ne peuvent expliquer en 
rien les tournants de l'économie, c'est-à-dire justement les points les 
plus critiques de l'évolution économique, Au contraire, lorsqu'on n'opère 
pas d'agrégation excessive, on peut espérer déduire des lois stables pour 
des catégories diverses d'agrégats élémentaires et pouvoir s'en servir 
pour prévoir avec exactitude les changements de consommation induits par 
d'importantes variations dans la distribution des revenus par exemple, 


1. 3 — CONCLUSIONS SUR L'UTILISATION DE CONCEPTS GLOBAUX 
ÉTENDUS A TOUTE L'ÉCONOMIE 


__ À la suite des deux questions étudiées respectivement pour la produc- 
tion et la Consommation, nous avons indiqué pour chacune le caractère né- 
gatif des résultats auxquels nous avons abouti. Ces résultats ont toutefois 
le mérite de faire ressortir que la recherche de relations globales de mé- 
me forme que les relations individuelles n'avait pas de fondement logique. 
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Cette recherche avait été entreprise dans l'espoir de trouver une réponse 
favorable, Le fait que cette réponse ne soit satisfaisante qu'exceptionnelle- 
ment doit nous amener à fortiori à étudier le problème de façon plus ser- 
rée. Il nous faut mettre la précision et la rigueur de l'instrument mathé- 
matique au ser vice non pas de désirs de simplification, mais des problè- 
mes que posent les théories économiques étudiant le réel. Or, les structu- 
res du réel (qu'il s'agisse de comportements des consommateurs ou des 
producteurs, ou qu'il s'agisse de la forme Ges fonctions de production) 
malgré leur richesse et leur diversité extrêmes appartiennent à des clas- 
ses qu'il convient de reconnaître et de délimiter. Le problème de l'agréga- 
tion jouant sur des structures beaucoup plus restreintes que les structures 
beaucoup trop vagues jusqu'ici considérées, sera posé sous son véritable 
jour. 


Dans quelle mesure la solution de ce problème de l'agrégation sera-t- 
elle possible pour satisfaire des besoins donnés, ou jusqu'à quel degré de 
finesse devra-t-on descendre dans la recherche des agrégats convenables, 
jusqu'à quel point une agrégation donnée renseignera-t-elle l'économiste, 
le dirigeant ou le public, tel est le genre de problèmes que nous devrons 
nous poser, Le chapitre suivant de notre travail apporte notre contribution 
dans ce domaine, 
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CHAPITRE Il 


ÉTUDE DES POSSIBILITÉS D'AGRÉGATION 
DANS LE CADRE D'UNE THÉORIE ÉCONOMIQUE 


Il. 1 — POSITION DU PROBLÈME 


Toute théorie scientifique établit des relations plus ou moins précises 
entre diverses grandeurs qui sont définies indépendamment les unes des 
autres à priori, On peut ainsi définir la masse et le volume d'un corps ho- 
mogène dans certaines conditions extérieures (température, pression, 
etc...) On sait alors qu'il existe un rapport fixe entre les nombres mesu- 
rant ces deux grandeurs. Et cette doi, une fois établie, permet de rempla- 
cer l'une par l'autre des mesures de volume ou des mesures de masse, 


En son essence une théorie économique poursuit dans son domaine des 
objectifs analogues. Elle commence par reconnaître des grandeurs écono- 
miques A, définies de façon indépendante, puis arrivée à un stade assez 
évolué elle découvre entre ces grandeurs des relations qui pernettent la 
détermination de ces grandeurs au moyen d'un petit nombre d'entre elles. 
Ces relations d'ailleurs peuvent, pour une même théorie prendre des for- 
mes analytiques diverses, mais peu importe pour l'instant, Ce qui est es- 
sentiel c'est qu'on puisse découvrir et poser ces relations et s'en servir 
pour résoudre le système économique que nous appellerons S. Bien souvent 
d'ailleurs ces relations dépendent d'un certain nombre de paramètres et la 
solution de $S s'exprimera en définitive en fonction de ces paramètres et de 
certaines des grandeurs À, Pour éclairer ces généralités par un exemple 
on peut dire que l'on rencontre souvent des théories per mettant de déter- 
miner les grandeurs économiques X-qu'elles jugent caractéristiques d'une 
année donnée T au moyen des valeurs qu'avaient prises ces mêmes gran- 
deurs pour l'année T-1 et au moyen de certaines relations R liant les Xr 
et les X+, . Mais il se peut, c'est d'ailleurs le cas le plus fréquent, que 
l'analyse conduisant à la théorie ne fournisse que la forme des relations R 
et laisse provisoirement indéterminés certains paramètres w. Ces para- 
mètres devront alors être déterminés par exemple grâce à la connaissance 
ex-post des Xr2 et Xr, ou bien encore (et'surtout si ces paramètres sont 
susceptibles de varier lorsque certaines conditions C de structure de l'é- 
conomie changent) grâce à des relevés statistiques effectués, mettons à la 
fin de l'année T-1 ou au début de T si l'on est amené à penser que ces con- 
ditions C se maintiendront telles quelles durant l'année T. Souvent aussi 
on se donnera plusieurs jeux de conditions C pour en étudier les diverses 
conséquences et permettre un choix correspondant à certains critères. 
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La détermination du système S se ramène donc à la détermination d'un 
certain nombre de paramètres w et de grandeurs À, en nombre plus réduit 
que le nombre total des inconnues. Il faudra déterminer ces W et ces À de 
la manière la plus simple et compte tenu des informations statistiques dont 
on peut disposer. Or, dans ces domaines les obstacles sont nombreux. 
Nous en trouvons de deux sortes, en particulier : 


1° Même en supposant que la théorie soit en gros conforme au cadre 
général que nous avons esquissé, la forme même des relations peut rester 
à déterminer, Nous avons déjà vu que l'expérimentation est impossible en 
économie. L'économètre devra se contenter d'analyser des statistiques 
qui pour des raisons, soit pratiques, soit simplement historiques sans 
grand fondement, se présentent sous une forme donnée a priori. Il devra 
voir l'information qu'il peut en retirer. Il sera important en particulier de 
voir avec quelles structures de comportement les agrégats donnés par les 
statistiques cadreront au mieux. Ceci conduit à proposer des hypothèses 
de travail qu'il faudra ensuite confronter avec les faits. 

Dans cet ordre d'idées on suppose souvent dans les études de consom- 
mation qu'on peut agréger des individus de revenu sensiblement égal et 
nombre de statistiques sont établies d'après cette classification. Nous étu- 
dierons, dans le cadre de la théorie des choix à quelles conditions cette 
hypothèse est valable (plus exactement nous déterminerons certaines con- 
ditions suffisantes), et nous verrons si l'on peut utiliser ces conditions 
pour étudier les comportements, 

2° Si l'on suppose connue la forme des relations il peut rester à dé- 
terminer les paramètres et les grandeurs inconnus, toujours au moyen des 
renseignements statistiques disponibles, dont l'étendue et la forme sont 
souvent peu commodes pour l'économètre. Deux procédures, que l'on peut 
d'ailleurs combiner, semblent s'ouvrir à nous. 


a) On peut imaginer qu'on exprime en fonction des paramètres à re- 
chercher les valeurs que prennent les agrégats donnés par la statistique, 
et qu'ensuite à partir des statistiques on inverse pour déterminer la va- 
leur des paramètres. 


Ce procédé est très général et conceptuellement toujours possible. 


b) On cherche à partir du système donné à combiner les équations en- 
tre elles de façon à n'introduire que des agrégats de forme connue ou que 
l'on puisse raisonnablement rechercher statistiquement, Ce procédé peut 
se déduire de a), Il a l'avantage de ne pas nécessiter l'introduction directe 
des paramètres et permet de relier directement entre elles les valeurs 
prises par les différents agrégats considérés, valeurs que l'on peut con- 
fronter avec une statistique directe, 


: L'emploi de 2°b) pour donner la valeur d'ensemble des agrégats com- 
biné avec 2°a) pour explorer de façon plus fine certaines parties de l'éco- 
nomie sera utilisé par nous dans cette deuxième partie pour étudier la 
production d'un ensemble économique donné. 


IL 1.2 PAUL DES IDÉES DE SHOU SHAN PU ET KENNETH 


Nos idées se sont beaucoup inspirées de celles qu'ont dével 

Shan Pu ( et Kenneth May (2), Nous penso nent de SE CE 
. s 

eu y p ns qu'il est bon de les exposer 

RE Shan Pu : "A Note on Macroeconomics" In Econometrica - Vol, 14 - N ° 4 - Octobre 


(2) Kenneth May : "Techn i 
Na - Janvier 1947 pp. 61 te Change and Aggregation" in Econometrica - Vol.15 - 


DANS LE CADRE D'UNE THÉORIE ÉCONOMIQUE 31 


. Shou Shan Pu montre, dans une hypothèse d'équilibre marginaliste, 
qu'il existe un système macroéconomique de même forme que le système 
complet microéconomique, La solution du système macroéconomique est 
la somme des éléments de même nature (main-d'œuvre, produit, capital) 
qui constituent la solution du système microéconomique, 


K, May élargit ces conditions. Pour montrer comment on peut trouver 
des agrégats, il considère un système microéconomique comprenant à va- 
riables économiques et 8 équations indépendantes, 


(1) fi (x1, X2 CELT] X«) — 0 res, 2, .c0ve () 


et possédant donc a -8 = p degrés de liberté, May se donne alors ï agré- 
gats indépendants définis par 


(2) Xjÿ=G; (Ce X», ... Xa) j=1, 2, see Y 


On peut alors, si ÿY est supérieur à p constituer ÿ - p relations 
indépendantes entre les Xj, et les Xj seulement, 


C'est ce système de Y - p équations 
(3) FRA Kanye Oil 2, (Y p) 


qui, d'après Kenneth May constitue le macromodèle, 


Kenneth May remarque ensuite très judicieusement qu'on ne peut se : 
donner arbitrairement les Xj qui doivent avoir un sens économique et sta- 
tistique de façon qu'il soit possible de tirer des conclusions et d'effectuer 
des vérifications sur les Xj, alors qu'il est impossible de le faire sur les 
X . De plus on ne connaît en général que la forme générique des f; d'où 
l'on peut espérer déduire la forme également génériquè des F;. On pourra 
ensuite espérer préciser cette forme des F; en déterminant statistiquement 
la valeur des paramètres qui y figurent, pourvu que la dimension du ma- 
cromodèle soit suffisante, soit Y>P 


On voit aisément combien ces idées nous ont influencé. 


Il. 2 — POSSIBILITÉ D’AGRÉGATION 
DANS LE CADRE DE LA THÉORIE DES CHOIX 
ET DANS L'HYPOTHÈSE D’UNE STRUCTURE DONNÉE ÉCONOMIQUE 


IL 2.1 - CONDITIONS GÉNÉRALES DE POSSIBILITÉ 


Considérons une théorie économique dépendant de paramètres en nom- 
bre fini m, que nous désignerons par a, b,... f, Nous supposerons que, 
quelles que soient les valeurs de ces paramètres et les autres hypothèses 
que nous pourrons introduire dans IL2, que la théorie vérifie la théorie 
des choix, Dans notre étude nous n'allons du reste pas beaucoup spécifier 
la théorie économique mais seulement indiquer certaines restrictions à lui 
imposer pour pouvoir constituer une agrégation d'un type que nous défini- 
rons, 


Normalement la connaissance des m paramètres a, b..., f devrait dé- 
terminer les prix p; des biens de consommation que nous supposerons en 
nombre n et les revenus r;j des N individus Ij constituant la communauté. 
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Mais pratiquement on ne pourra guère disposer que de statistiques globa- 
les, Pourra-t-on les utiliser comme on le ferait de données individuelles ? 
ll est possible que les liaisons introduites par le nombre fini m de paramè- 
tres entre les prix et la distribution des revenus r; permette, sous des 
conditions plus larges qu'au 8 1,2, de lier par la théorie des choix le reve- 
nu moyen et la consommation, Pour le voir désignons par ®4 (did 
en coordonnées ponctuelles ou ®é (P4, Pacsese Pn; 1j) En Coordonnées tan - 
gentielles, la fonction d'utilité de l'individu 1j (les q désignant les biens 
de consommation). 


La consommation de l'individu j se détermine au moyen des relations 
dûes à M. Roy (où l'on pose pour simplifier l'écriture) 


ds 4 J ù) J «. J 
(1) Opi F Pi (2) Te s Tj 
dj AT at À EL 
(3) Je pjteee DAT EC ET 
1 Pi n Pr, 
ce qui donne (4) a? = _. 
PNATES 
La consommation moyenne est donc 
N 
D RL PT 
(5) NES 5) 1 di =N it pi/C Pr.) 
avec DU 


S'il y a possibilité d'agrégation on doit avoir, en désignant par 
certaine fonction d'utilité : ; gant Per Vo 


(6) di = #/[v ne rj) | 


compte tenu de (7) Zp d; = 2 r;, qui est automatiquement vérifiée si 
(6) l'est, en raison de l'homogénéité de degré zéro des fonctions ® , wi 
On doit donc avoir 


gp Pub» me EN) LE PL Lio 
(ER) i N s=L Ps, 1 = , sn 


Ces relations (8) ne doivent être vérifiées que sur les multiplici 
lieux des points obtenus en donnant à a, b, hi: les REC ue ne 
Dents. Mais sur M, dans le cadre de la théorie des choix, ces relations 
Fenent être vérifiées pour toutes les variations de prix et revenus possi- 
(és partir simplement du point considéré sur M. Donc les solutions de 
)seront à extraire des solutions à (n-1) dimensions (compte tenu de l'ho- 


mogénéité en p:, AA Ù à : ; 
faces d'indiffér en te” ) de l'équation aux différentielles totales des sur- 


(9) Z p;dd;=0 ou, tenant compte de la relation 


Poil enoul 
>: Pi di =N2Zr N>dri-Zdidpi=o (10) 
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Compte tenu de la valeur de qi d'après (5) on voit que (8) se ramène à voir 
si l'équation 
X wi 
(11) Z dr; +Z2dp Z +-0 
>) i j=1 ï 
admet des solutions homogènes et de degré zéro en p,,... Pn; r;, à (n-1) 
dimensions. 


L'étude de (11) conduirait à voir si d'abord pour un système de valeurs 
de P1, Pa ee Pn; T; Compatible avec les paramètres il ne correspond bien 
qu'un seul point q1, A2 «ose Ame Ceci étant supposé vérifié il faut ensuite 
voir si les degrés de liberté du système économique permettent au point q 
de décrire un volume à n dimensions ou une variété M à moins de n dimen- 
sions, Dans le premier cas, en admettant que l'équation (11) admette des 
solutions à (n-1) dimensions, nous aurons une solution unique pour le sys- 
tème. Dans le 2ème cas il pourra y avoir des conditions de compatibilité à 
écrire, mais si elles sont vérifiées “nous n'aurons pas de solution unique, 
mais des solutions dont la seule partie intéressante est sur M, Ce cas peut 
d'ailleurs être plus ou moins compliqué. 


Nous ne voyons rien d'autre à dire en général sur (11) ou (8). Mais 
nous allons passer à l'étude d'un cas particulier important, celui où les 
revenus rj sont égaux, indépendants donc de j, 


IL 2.2 - CAS PARTICULIER DES REVENUS ÉGAUX 


Ce cas schématise, sans cependant trop d'exagération, le cas des 
groupes socio-économiques dont les ressources, le genre de vie et les ac- 
tivités professionnelles sont voisins, dans la mesure où nous l'indique 
l'expérience de tous les jours. On a alors l'habitude de considérer que des 
agrégations partielles, englobant un groupe particulier, sont justifiées et, 
en tous cas, dans tous les pays du monde on étudie les consommations en 
groupant les individus suivant de tels critères. Il nous semble donc inté- 
ressant et instructif de poser le problème dans le cadre de la théorie des 
choix et d'essayer de le résoudre, On pourra peut-être par la suite appré- 
cier le bien-fondé du traitement adopté. 


Nous considérons donc N individus consommant n biens dont les prix 
sont Pi, Po ose Pne NOUS désignerons par r les revenus, égaux de ces N 
individus, Pour l'étude de la question il n'interviendra que les rapports 


ki - u; des prix des différents biens au revenu, Chaque individu est ca- 
ractérisé par sa famille (Z), de surfaces d'indifférence dont l'équation est 
(2.1) Éd. a) = C' 
en coordonnées ponctuelles et 
(2.2) DARD AD ere Di L)= C: 


homogène et de degré zéro par rapport à retauxpen coordonnées tan- 
gentielles. Moyennant un changement de notation (2-2) peut s'écrire 


(2.3) Di(UL, Ua un) = C° 


Sous la forme (2.3) nous avons l'avantage de n'introduire aucune con- 
dition sur les arguments de et sur la forme de @?. Pour l'individu j 
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les équations donnant sa consommation sont celles donnant le point carac- 
téristique du plan d'équation 


. L Je 
Z pigi=r QUE ES AIO Z uiqi-l 


lorsque les u sont liés par (2.3). Ces équations sont donc 


Ÿ qi a CT OR 
( e ) RO res = Die à CE Eux pi ZEuxp 
On a donc 
: j ie 17 2 eee I 
(25)  di= si AE au 
k et J=AM2SSS SIN 
K Px 
La consommation moyenne pour les N individus est donc : 
N + 
hotte 


(2.6) qd: VE AE ES TT TT LS i =Z 1 2, eosee N 
En pE 
Pour qu'il y ait possibilité d'agrégation dans le cadre de la théorie 
des choix il faut et il suffit que l'on puisse aussi écrire 


(2.7) Bei 
2 Uk PK 
@ étant une fonction de u,, U, s.…. Un 


Pour cela il faut et il suffit que Y vérifie le système d'équations aux 
dérivées partielles 


N j 
G8) RP EE it, zen 
ZE upx  “ Euxpx 
(2.8) peut s'écrire 
N N j 
(2.9) p; > Dern Li à 
| SUR 


Sous cette forme on voit aisément que pour que le problème soit pos- 
sible il faut que l'expression 


J 
n N @ : 
(2.10) Z du À < 


ÿ uk v} admette un facteur intégrant 
NE, à 


n 


(2.11) À (u,, u, ccece u,) = È Lu @ k 
=1 


car Z wi du; est une différentielle totale exacte, On peut voir que l'exis- 
tence de ce facteur À est une condition suffisante. Si l'on trouve en effet 
pour (2.10) un tel facteur nous serons amenés à écrire 2 


(2.12) PENSE TPE REP nr 
a 3 > 00e 
3 À Uk PK 
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mais en Sachant, cette fois-ci que le 2ème membre de (2.12) est bien la 
dérivée partielle par rapport à ui d'une même fonction w. Il restera à voir 


que & Z ui Y; est bien égal à . Or, pour cette dernière condition, on 
peut écrire à partir de (2-12) 


n N j 
(2.13) Riders Di we LE 
1-1 1-1 j-1 2 ukPK 
ou, en intervertissant l'ordre des sommations du 2ème membre : 
N N ui; NS ui 
en Nr) 
Ja = ukp} J=1 2 uk Pi 


ce qui est bien l'égalité cherchée. 

I ne nous reste donc qu'à exprimer les conditions d'intégrabilité com- 
plète de à dui Z 5 wvi 0 ce qui nous donne, comme on le sait, 
l'ensemble des conditions nécessaires et suffisantes : 

FOPPES 
j=1 


ù uk j-1 Due duk j=1 D 


et ce pour tous les triples h, k, i possibles 
n 


en posant À uk pi= D: 
4 


On peut utiliser les équations (2.14) pour voir s'il est correct d'agréger 
des consommations d'individus donnés ou pour rechercher les formes as- 
sociées des fonctions d'utilité w * pour lesquelles l'agrégation est possible. 

Le système (2.14) permet d'ailleurs certaines conclusions. Remar- 
quons d'abord, soit par vérification de calcul, soit directement que ce 


système est identiquement vérifié pour N = 1, 
J 


D'autre part nous pouvons poser a = A. (2.15) 


D; 

d #. 

Ée dux D Ouh 
Les équations (2.14) s'écrivent alors 


J : 
_. DE (2:10) 


ENadrTS En Nage Re NE AR ee 
(2.17) >> Ai 2 Byp + Z Ah 2 B;jk+ 2 A, 2 Bhi=0 
21 RE El Hal j=1 ji: 
Cette forme suggère l'étude d'un cas auquel on est conduit par ailleurs 
pour des raisons économiques. Il semble en effet que si le fait d'appartenir 
à un même groupe socio-économique a façonné les goûts des individus de 
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telle façon qu'on puisse réaliser üne agrégation de la consommation pour N 
individus, cette propriété ne repose pas tellement sur les goûts naturels 
des N individus que sur leur appartenance à un même groupe socio-écono- 
mique : cette agrégation devra donc être possible non seulement pour les 
N individus mais pour tout sous-ensemble pris parmi ces N individus. 


Supposons en particulier que cette possibilité existe pour tous les 
roupes de 2 individus pris parmi les N. Il est alors immédiat de voir sur 
2,17) que cette condition entraîne que l'agrégation est possible pour des 
sous-ensembles quelconques de ces N individus. D'après la forme des 
équations (2.17) en effet, les conditions pour N' individus ne sont autres 


! Tes 
que la juxtaposition par addition des conditions écrites pour les See 


combinaisons de 2 individus, conditions supposées vérifiées, et des con- 
ditions relatives à un individu qui, elles, sont identiquement vérifiées. 


Nous pouvons donc déjà dégager ce théorème : 


THÉORÈME - Si dans le cadre de la théorie des choix on peut constituer 
une agrégation de la consommation pour toutes les combinaisons de 2 indi- 
vidus pris dans une société, on peut alors constituer uné agrégation de la 
consommation pour n'importe quel sous-ensemble d'individus pris dans 
cette société. 


On pourrait aussi supposer certaines agrégations possibles et recher- 
cher si d'autres agrégations n'en sont pas conséquence, Sans développer ce 
point indiquons comment on pourrait l'étudier. Si dans (2.17) on désigne par 
C‘*? l'ensemble des produits où sont associés les individus jet j', on voit 
que (2.17) appliqué à L individus s'exprime, pour chaque triplehki, en 
égalant à zéro une somme de termes C7", Ces termes se retrouvent, di- 
versement associés si l'on suppose diverses agrégations A possibles, Si 
l'on recherche si d'autres agrégations A' ne sont pas conséquence des A 
on peut considérer les différentes formes linéaires en C7?’ obtenues et 
étudier leur dépendance, S'il y a dépendance on en déduit que certaines 
agrégations sont conséquence d'autres. On pourra en particulier recher- 
cher si le seul fait de l'existence des A n'entraïne pas que tous les C 72 


soient nuls, ce qui permet alors toutes les agrégations concevables entre 
les L individus, 


Nous ne continuerons pas plus avant l'étude du système (2.14). Nous 
allons étudier le système (2.12) qui lui est dans le fond équivalent et sur 
lequel apparaissent plus facilement des solutions particulières. 


IL 2.2. 1° - Il est d'abord clair que si chacun des termes 
(2.18) eee i=1,2 n 
2 Rau OEX MENT 
est, pour i fixe la décIee Ju; d'une fonction wi (2.12) sera vérifié en 
prenant 1 égal à un. Mais s'il en est ainsi pour chaque valeur de j nous 


connaissons un facteur intégrant : c'est évidemment 2: (UY wi et pi est la 
k:1 


Solution correspondante, On doit donc avoir d'après la propriété du rap- 
port de 2 facteurs intégrants : 


n Ë 
1x H (p)=2 uk pi (2,19) 
H étant une fonction dérivable arbitraire, 
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Les équations des caractéristiques de (2,19) s'écrivent 


du du du. d ; 
(2.20) = = a — eee : — — eee en = SU 
1 U2 ui Un M(wi) 
Elles ont pour solution 
U» ui Un y ( pi) 
u, = t2 ...oe u, = ECO OETE = tn u, = t 


t, t: ..… t, étant des constantes Q étant une certaine fonction provenant d 
u. La solution générale de (2.19) est donc : pes" 


Ty (wi) U2 ni 
SEAT? u,? ee = 0 
Ju & ; ,[ Uz Un 
ou tu (w°) = U) + us ar — (2.21) 


Sous la forme (2.21) on reconnaît que 
; _—. , U2 un 
@? = Y LE ta (ES ....; ni) 
Y [h? (us, Cite un) | (2.22) 


h? (u,, u, …. un) étant une fonction homogène de degré 1 des variables u,, 
Us ss Une Comme les fonctions d'utilité sont définies par ® ? = c'° on voit 
qu'on peut tout aussi simplement caractériser les 6? comme étant égales 
à h° (u:, Upoooe Un) 


A ce moment d'après l'identité d'Euler 


ou wi 


2 u oi = 2 ue hu 0u. 0) (2.23) 
=1 21 
03 SUN) ù) | 
et S ui “hi ou L® DU Seu) (2.24) 
k=1 : 
et p=2Z Log HA NUE. un) =LOoghen--2 hi (2.25) 


INTERPRETATION GÉOMÉTRIQUE 


u; = Fi est l'inverse de l'abscisse sur l'axe du bien i du point où le 


plan de budget coupe cet axe, Dire que h(u,, us .… Un) = C te représente 
l'équation d'utilité et que h est homogène (peu importe d'ailleurs le degré 
que la fonction arbitraire Y pourrait faire varier dans 2.22) revient à dire 
que sil'on a une surface d'indifférence et si l'on multiplie ses coordonnées 
tangentielles par une même quantité, on obtient encore une surface d'in- 
différence, Cette opération est évidemment une homothétie de centre l'ori- 
gine, Nous pouvons donc caractériser très simplement la solution trouvée 
en disant qu'elle est constituée par N familles de surfaces d'indifférence 
homothétiques par rapport à l'origine pour chacun des individus (4, 


(1) Nous retrouvons ainsi plus logiquement une solution que nous avions déjà trouvée, 
mais comme sous-produit d'une question relative à des nombres indices, Cf "Remarques 
et Suggestions relatives aux nombres indices" par André Nataf et René Roy. Econometrica 
Vol.16 N°4 - Octobre 1948, pp. 337, 338 et pp. 342, 343. 
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EXTENSION DE CETTE SOLUTION 


Mais la notion de barycentre étant absolument indépendante du systè- 
me de coordonnées employé on voit que l'on obtiendra une nuple infinité de 
solutions de notre problème en considérant N familles de surfaces d'indif- 
férence homothétiques par rapport à un point fixe arbitraire, Il conviendra 
de prendre des précautions dans tous les cas pour que les formes obtenues 
soient bien celles de surfaces d'indifférence et se limiter, le cas échéant 
aux parties positives des coordonnées. Mais en pratique il suffit que ces 
dernières conditions soient vérifiées dans le domaine où l'on suit les va- 
riations de la consommation. 


IL 2.2. 2°) Une autre solution apparente est celle pour laquelle chacun des 
termes (2.26) Z ux pi est égal à X (U,, Uo esse Un) On aura évidem- 


ment alors = pa pi (2.27) (IL 2.2.1° correspondait d'ailleurs au cas À=1 
mais nous avons distingué ce cas car nous ne l'avons pas traité comme 
nous allons maintenant procéder). 


Déterminons les formes des Y? astreintes ainsi à (2.26). 11 sera plus 
commode de partir d'une fonction, ©‘ par exemple, arbitraire, à laquelle 
(2.26) fera correspondre À par définition, Si nous étudions alors les diffé- 
rences wi - w!' = V? on voit que ces différences vérifient l'équation 


n 


Z w vi-=-0 (2.28) 
analogue à (2.20) et dont la solution générale est 
(2.29) VA EYE (OU EU) 
vi étant une fonction homogène de degré zéro de u,, Us, ……e Une 
Ceci montre que pj= prevu, u:... ur) (2.30) 
Par suite q° ab L É (2.31) 


VE uxpi dit uk; 
k 


(2.31) montre, en faisant varier j, que les différences q? - q! du fai 
re, Re à ait 

l'homogénéité de degré - 1 des vi sont DORE EME RER TE elles mA 
des u; proportionnels entre eux, Géométriquement cela signifie que si l'on 
déplace un plan de budget parallèlement à lui-même la configuration des 
points de contact ou complexes de consommation dessine un polygone qui 
ASE semblable à lui-même et dont les côtés homologues sont parallèles 
entre eux, Comme dans II 2,2.1°) tous ces polygones sont donc homothéti- 
Aies An eux, mais cette fois-ci le centre n'est pas fixe, La généralisa- 
ion de II 2.2.1°) apparaît ici de façon très claire. Nous la retrouverons 
encore plus nettement maintenant en recherchant une façon de se donner 
EE les solutions du type II, 2.2. 2°), Nous pouvons à cet ef- 
ta E w arbitrairement, Ceci reviendra à nous donner une fa- 
Ras : His Z de Surfaces d'indifférence, chacune d'elles munie d'un 
es pu ité défini à une fonction monotone près. La donnée arbitraire 
Ses p LE EURE géométriquement à la donnée arbitraire d'une 
ea in férence pour chaque individu, j, surface à laquelle nous 
te ee utilité arbitraire Cè. Ceci nous détermine en effet la fonc- 
RATE us je jun) Car, à un plan de budget, de direction donnée arbi- 
Gen 2 2: o. il correspond une valeur ji égale à C5 mais aussi à 
Su ie tant l'indice de la surface Z'' à laquelle le plan donné est 

gent et v * étant la différence C à - C', La fonction v* est alors déter- 
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minée sur ZX À et comme elle est constante pour des valeurs de u,,u,....Un 
proportionnelles entre elles, elle est par suite définie partout, ZX étant 
supposée admettre toujours un plan tangent de direction donnée, corres- 
pondant à un système de prix proportionnels, 


Sous cette forme nous avons pu dégager l'influence de l'origine qui 
apparaissait dans II, 2,2, 1°). Pour bien le voir nous allons retrouver 
IL 2.2. 1° qui est un cas particulier de I, 2.2, 2°). Nous partirons d'une 
famille Z' formée de surfaces homothétiques par rapport à un point arbi- 
traire ©. Prenons comme indice des Z' le logarithme du rapport d'ho- 
mothétie par rapport à une surface fixe de la famille. La variation de p* 
lorsqu'on passera d'un plan de budget tangent à X ? à un plan homothétique 
par rapport à w dans un rapport fixe sera également le logarithme de ce 
rapport car ces plans sont tangents à deux Z qui sont entre elles dans un 
rapport d'homothétie égal au rapport de l'homothétie de centre « faisant 
passer du ler plan tangent au 2ème, Cette variation de pi étant constante 
c'est dire que le 2e plan tangent enveloppe une ZX * évidemment homothéti- 
que de Z À par rapport à w. 


. Le même procédé nous montre que si Zèest confondue avec une Z', 
vest identiquement nulle et les deux familles de surfaces d'indifférence 
sont confondues, quelle que soit la forme de l'indice d'utilité des ZX‘. 


Ce procédé nous permet aussi de retrouver les solutions du ler Cha- 
pitre correspondant aux cas d'agrégation toujours possibles, Cette solution 
correspond au choix suivant des données initiales. Prenons pour ZX‘ une 
famille définie en I, 2: 4 à partir des surfaces S, et S: auxquélles nous 
affectons les indices respectifs 1 et 2. Les autres surfaces Skde Z*, 
d'après leur construction, admettront comme indice l'abscisse du point Mk 
où elles coupent la droite M,, M,, M, et M: étant sur S, et S, des points 
homologues, M; ayant pour abscisse 1 et le segment M; M, étant pris 
pour unité (variable chaque fois), Ce choix d'indice est cohérent, Si l'on 
se donne alors 2? et que l'on détermine une autre ZX ° il faudra que les 
longueurs découpées par 2 plans parallèles, de direction II tangents à Zi 
et 2 en Mi et Mi sur la droite M, M, de 2‘ conjuguée à IT soient cons - 
tantes, ce qui fixe à chaque fois la position du plan tangent à Z 3 lorsqu'on 
se donne le plan de même direction tangent à Z5. Mais cette position est 
justement la même que celle donnée par la construction ponctuelle des SR) 
à partir de Z à et des relations de conjuguaison plans IT et droites d'Engel, 
ll y a donc identité entre les deux générations. 


IL 2.2.3° CONCLUSIONS 


L'étude de IL 2.2.2°) nous a permis de retrouver synthétiquement tou- 
tes les solutions déjà rencontrées et en suggère beaucoup d'autres encore 
que nous n'avons sans doute trouvé qu'une petite partie des solutions pos- 
sibles. 


Que nous apprennent en tous cas les résultats déjà obtenus ? Le fait 
que nous puissions obtenir comme famille de surfaces agrégats n'importe 
quelle famille ainsi qu'il est aisé de le voir (en remplaçant par exemple w1 
par w dans les derniers calculs et en prenant Z vŸ= 0 ce qui est possible) 
nous interdit de déduire quoi que ce soit sur la forme des surfaces agré- 
gats lors même qu'elles existeraient, Cependant si l'on ajoute d'autres 
hypothèses on peut avancer un peu plus. En particulier dans le cas d'homo- 
thétie, II 2.2.1°) nous connaissons un facteur intégrant, l'unité. 
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C'est donc dire que © 7% du; est une différentielle totale 
i Z Uk Ok 


exacte, Ur, cette expression est égale à 
Pi 
Z di d{ r ) 


et l'on peut calculer approximativement son intégrale sur un trajet si l'on 
a des relevés suffisamment voisins des prix, quantités globales et revenus. 
Mais par ailleurs si l'on calcule intégrale q; dui sur un rayon issu 
de l'origine limité aux points où il coupe les 2 surfaces d'indifférence 
agrégat initiale et finale ce qui ne change pas ia valeur de l'intégrale, on 
doit calculer une expression de la forme Z ( DA CIE deu et comme du est 


constant par rapport aux i sur un tel rayon et que Zu; q; = 1 l'intégrale 
vaut Nes = [L ui | sur le rayon, 


=l'opposé du logarithme du rapport de l'homothétie de centre l'origine 
permettant de passer de la surface initiale à la surface finale, Nous re- 
trouvons dans l'esprit de notre étude un résultat que dans notre article 
déjà cité écrit avec M. Roy, nous avions déduit d'une formule dûe à M. Roy. 
Nous continuerons alors comme dans cet article (page 341). L'importance 
de ce résultat c'est qu'il permet le calcul du rapport d'homothétie, Si donc 
on effectue ce calcul en se plaçant dans cette hypothèse d'homothétie par 
rapport à l'origine, nous pourrons trouver un certain nombre de points Mi 
d'une même surface agrégat 2, chaque point étant muni de son plan de 
budget ITi. On pourra alors vérifier si l'on n'a pas adopté une hypothèse 
déraisonnable en recherchant si les points Mi peuvent se répartir sur une 
courbe C tangente en chaque point M; au plan II; correspondant. Si par 
exemple [li fait un angle petit avec les segments Mi-1 Mi, et Mi Mi+1, et 
surtout si les points obtenus sont d'un côté opposé à l'origine par rapport à 
tous les plans de budget la vérification sera satisfaisante. ; 


Moyennant une translation d'axes et les transformations correspon- 
dantes de coordonnées ce procédé est encore applicable si le centre d'ho- 
mothétie essayé est un point autre que l'origine. 


Dans le cas II 2.2.2° nous aurons à considérer la différentielle totale 


: n 
exacte À (ui, Uo se Un) Z du; =. PET ) 2 qi du;j. Sil'on connaît } 
= cr 1- n s 
On pourra calculer (en général) approximativement \ 2 di u, 4 le 


: i=1 ui 
long du trajet réel de l'économie, Mais en général on ne connaîtra pas 
d'autres liaisons entre les u; et les qi et on ne pourra pas calculer cette 
intégrale le long d'un autre chemin. On ne pourra calculer que 2 \ À gui 

, i 
pour des ui proportionnels et s'en servir non pour en déduire des points 
d'une même surface d'indifférence, mais seulement des plans tangents à: 
cette surface, Si l'on était toutefois amené à considérer des courbes d'En- 
gel données a priori pour une raison ou une autre on pourrait reprendre le 
calcul sur ces courbes et tester les hypothèses faites, 


Tout en étant très prudent sur ces questions on voit qu'on peut a 
rès voir 
l'espoir de tester objectivement des hypothèses de prime Red Aube cr LeR 
Sur la possibilité d'agrégation. Le test portera évidemment sur des pro- 


priétés très générales de la forme des surfaces d'indi i 
sera peut-être pas dénué d'intérêt, DRAM ee 
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11.3 — L’'AGRÉGATION DANS LA PRODUCTION. — CAS LINÉAIRE 


Dans l'étude de la consommation les connaissances que nous possédons 
proviennent de statistiques globales de la consommation et de rares études 
sur les budgets de famille, Cette connaissance se traduit par la donnée de 
points isolés sur les surfaces d'indifférence individuelles ou sur les sur- 
faces, disons, de consommation globale , 


Si l'on reste dans le cadre de la théorie des choix, les propriétés 
d'ordre que doivent vérifier les points des surfaces d'indifférence, la fa- 
çon dont se détermine la consommation à partir des surfaces d'indifféren-, 
ce et des plans de budget sont, qualitativement, les mêmes pour tous les 
individus. Dans ces conditions, étant donné les incertitudes qui règnent sur 
la forme des surfaces, mais aussi les propriétés communes qu'elles pos- 
sédent, il apparaît assez naturel d'essayer d'étendre au système macro- 
économique les propriétés des surfaces d'indifférence microéconomiques. 
Comme nous venons de le voir à la fin de I 2.2.3°) avec certaines hypothè- 
ses on peut, au voisinage de points expérimentaux, essayer de prolonger 
la surface et de vérifier ensuite si les hypothèses semblent convenir. 


Le domaine de la production ne se présente pas sous le même jour. 
Alors que l'expérience directe n'a donné jusqu'ici que peu de choses sur la 
connaissance des goûts, alors que bien souvent, du reste, une enquête di- 
recte risque de troubler le choix naturel de l'individu, l'expérience scien- 
tifique et technologique permet de connaître beaucoup de choses et avec 
une grande sûreté sur les fonctions de production, Par contre, ces fonc- 
tions sont très différentes entre elles selon la nature du bien produit, Les 
facteurs de production ne sont pas les mêmes pour des biens différents, 
alors qu'il y a beaucoup de biens de consommation communs à des indivi- 
dus très dissemblables., Les biens produits sont hétérogènes entre eux et 
on ne peut songer à les ajouter directement les uns aux autres, 


La façon de poser le problème de l'agrégation dans la production et la 
direction d'études à suivre dépendent évidemment de ces caractères dis- 
tinctifs. 

Nous étudierons donc tout d'abord de près les formes analytiques qui 
semblent convenir le mieux à une fonction de production. Nous serons ame- 
nés, et pas seulement pour des raisons de simplification, à nous attacher 
au cas linéaire, terminologie actuellement adoptée et que nous définirons 
de façon plus précise au cours de l'exposé. 


Les agrégats que nous constituerons seront soit des complexes à com- 
posantes homogènes de produits différents entre eux obtenus par des pro- 
cédés techniquement distincts, soit des complexes hétérogènes définis en 
valeur, Dans le premier cas l'agrégat sera plus précisément l'ensemble 
des sommes de produits homogènes et de facteurs homogènes obtenus et 
utilisés par des procédés différents, Dans le deuxième cas l'agrégat sera 
l'ensemble des valeurs de différents produits ou facteurs groupés entre 
eux selon certains principes plus ou moins empiriques ou pratiques. Dans 
les deux cas nous étudierons les relations existant entre les différents 
agrégats. Nous trouverons des relations très directement dérivées des 


fonctions de production, 


Après avoir établi théoriquement la forme de ces relations nous essa- 
yerons de les retrouver à partir des statistiques des agrégats introduits. 
Mais à ce moment ces relations d'ordre technique interfèrent avec des re- 
lations qui, elles, seront d'ordre économique, Ceci risquera de masquer 
certaines possibilités techniques. Cependant le seul fait d'avoir posé cor- 
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rectement le problème nous indiquera comment il faut rechercher et utili- 
ser les relations techniques entre agrégats et les combiner éventuellement 
avec des relations économiques ou des objectifs d'ordre économique. 


IL 3.1 - FONCTIONS DE PRODUCTION (1) 


Comme nous l'avons dit il convient d'analyser les processus de pro- 
duction individuels avant de voir comment on peut agréger certains de ces 
processus dans une théorie économétrique. 


Dans la plupart des études sur les fonctions de production jusqu'à une 
époque encore très proche on est parti de l'idée apparemment exacte qu'à 
un ensemble donné de quantités x; de facteurs de production correspond 
une production maximum d'un bien A, Nous avons déjà vu que les exploita- 
tions téléphoniques étaient à peu près dans ce cas. Par ailleurs cette idée 
est certainement utile lorsqu'on considère une économie dans son ensem- 
ble, Il est bien certain par exemple que lorsqu'on considère à une époque 
donnée un pays et l'ensemble de ses ressources naturelles et humaines, et 
de son équipement, on peut concevoir que, dans une période ultérieure, on 
définisse, compte tenu de la structure socio-économique qui y règne, une 
production optimum, Il est également certain que lorsqu'un établissement 
industriel est équipé de façon à pouvoir mettre en œuvre plusieurs procé- 
dés de fabrication utilisant dans des proportions différentes les mêmes 
facteurs de production, et que ces facteurs sont en stock ou bien peuvent 
s'acquérir à des prix donnés, il existera pour cet établissement une répar- 
tition de l'utilisation des différents procédés assurant, à dépense donnée 
le bénéfice le plus élevé au cours du marché par exemple. En ce sens la 
donnée des facteurs définit la production optimum. 


Dans ces deux exemples nous avons défini l'optimum de production 
d'un ensemble de biens par rapport à certains critères, vagues dans le 
premier cas, mais précis dans le deuxième, L'existence de ces critères 
et la multitude des biens à considérer faisaient que l'on disposait d'une 
variabilité permettant de pousser la production de certains biens plutôt 
que d'autres en répartissant au mieux les facteurs de production et en uti- 
lisant tous ces facteurs (au moins le semble-t-il), 


Mais il n'en est plus ainsi, en général, lorsqu'on considère la produc- 
tion d'un bien A, Le critère de maximation semble ici bien évident, Il faut 
rendre À, quantité homogène, la plus grande possible étant donné l'exis- 
tence de facteurs de production X1, X2 «ess X n (NOUS Supposerons toujours 
que nous raisonnons dans le cas d'un équipement donné). On conçoit, et for- 
mellement il n'y a rien à redire, que l'on puisse trouver une fonction 


A =A(x;, X 9 oc0se Xh) (1) 
donnant cette valeur maximum de A, 


. Mais alors que la forme de la fonction (1) est à étudier de près on se 
laisse emporter par des habitudes dites de mathématiques, et on attribue 
à la fonction À (Ki, X2,oes Xn) deS propriétés de continuité, dérivabilité, 
inversion par rapport aux variables qui en sont les arguments, Le danger 
d un tel entraïnement est manifeste : le plus grave en particulier est de 
considérer que (1) représente une surface à n dimensions ordinaire, Or, il 
suffit de songer aux exemples pratiques les plus courants pour voir qu'il 
n en est rien. Pour fabriquer de l'acide chlorhydrique par exemple, il fau- 


(1) Ce paragraphe reprend pour l'essentiel des idées j 
rap} ue nous avons déjà 
une communication au Congrès de la Sté Européenne d' EvohoMétete à Varèee on 100 
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dra des sources de chlore et d'hydrogène en proportions fixes et il sera 
impossible d'obtenir plus d'acide en augmentant la source de chlore sans 
toucher à celle d'hydrogène. Nous ne disposons donc que d'une variable, la 
quantité d'une source et non de deux car Ja proportion des sources est fi- 
xée. Ce caractère si évident a été pourtant longtemps négligé par les théo- 
riciens, Cependant dès que l'on essaye d'utiliser vraiment, dans la prati- 
que, statistiques en mains, la notion de fonction de production, on s'aper- 
çoit qu'il faut analyser autrement cette notion. A notre connaissance c'est 
notamment avec les travaux de Léontieff qu'il est apparu qu'il y a non pas 
une seule relation fonctionnelle distincte entre les xi et A, mais plusieurs, 
Par ailleurs la forme analytique de ces relations et la nature même des 
facteurs de production matériels x; qui y figurent changent du tout au tout 
lorsqu'on considère plusieurs RÉSÉGRE de fabrication d'un même bien, ou 
d'un ensemble de produits associés (1), Ces faits étaient sans doute connus 
en gros. Malheureusement poussés par l'apparente facilité qu'introduirait 
la considération d'une seule fonction de production, en particulier dans les 
théories marginalistes, on est resté longtemps sans réfléchir sur ce point, 
Nous allons au contraire analyser de plus prèsles processus de production 
et voir comment peuvent se traduire analytiquement les différentes opéra- 
tions matérielles. 


Considérons un bien matériel À et intéressons-nous aux différents 
procédés possibles de fabrication de A. Nous ne pouvons d'ailleurs glisser 
sans explication sur l'expression : différents procédés possibles de fabri- 
cation, On pourrait, en effet, soutenir non sans raison qu'il y a en réalité 
pour tout produit une variété sinon infinie, tout au moins considérable de 
procédés de fabrication. L'histoire des transformations des techniques 
fournit un grand nombre d'exemples de l'énorme variété des procédés pos- 
sibles. C'est ainsi que la fabrication de l'acier a reposé pendant longtemps 
sur le traitement du minerai de fer par le charbon de bois jusqu'au jour où 
on a pu mettre au point un procédé n'utilisant que le charbon ordinaire, 


Puis la possibilité de traiter des fers phosphoreux a vu le jour. Des 
procédés électriques sont également employés. Pour chacun de ces procé- 
dés l'appareillage utilisé peut varier de façon continue, Les hauts four- 
neaux employés sont évidemment susceptibles d'avoir des dimensions très 
différentes d'un projet à un autre et, sans que nous insistions ici sur ce 
point, ce sont des raisons économiques qui dictent le choix de la dimension 
adoptée, 


Mais, si les dimensions d'un haut fourneau sont variables, il est cer- 
tain que les dimensions des cornues Bessemer ou des fours Martin qui lui 
sont associés en dépendent grandement, de façon qu'à un débit de fonte 
donné puisse correspondre un débit équilibré d'acier. Les différents appa- 
reils utilisés, les différents débits de matières premières seront en équi- 
libre variant assez peu pour un établissement donné autour de certaines 
moyennes pour que, dès que l'on parle d'une technique on sache à peu près, 
pour une taille donnée, quelles sont les dimensions de l'équipement. 


Ceci posé si l'on fait abstraction des tailles d'une même technique, et 
si l'on compare des techniques différentes de préparation d'un même bien 
onleur trouve évidemment des principes essentiels communs, Par exemple 
pour produire de l'acier il faut, d'une façon ou d'une autre, éliminer de la 
fonte le carbone et les silicates ou phosphates qu'elle renferme. Pour pro- 
duire de l'acide chlorhydrique il faut combiner du chlore et de l'hydrogène 


(1) Nous rappelons qu'on doit entendre par produits associés des produits apparaissant 
simultanément dans une préparation: par exemple, la distillation du charbon fait apparai- 
tre du coke, des goudrons, des benzols, etc... 
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en proportions invariables. Pour produire de l'électricité beaucoup de pro- 
cédés déplacent des masses métalliques dans le champ d'un aimant, Sur 
ces exemples nous avons essayé de mettre en évidence le principe scienti- 
fique profond qui est utilisé, 


Mais, en opposition à l'unicité du principe utilisé pour produire un 
bien, la réalisation technique peut varier considérablement, La production 
d'acide chlorhydrique s'obtiendra à partir du sel marin en dissolution 
aqueuse par électrolyse ou bien par combustion directe de chlore et d‘hy- 
drogène, Le déplacement de masses métalliques dans le champ d'un aimant 
s'obtiendra sous l'action de la vapeur produite à partir de l'eau par une 
combustion de houiile ou par le dégagement de chaleur dû à des réactions 
atomiques ou bien sous l'action d'un moteur à explosion ou celle des gaz 
de récupération de hauts fourneaux, ou bien par la force éolienne ou ma- 
réomotrice. Ce sont des considérations économiques, propres à une épo- 
que donnée, à une localisation géographique et à une population données qui 
feront pencher pour tel ou tel procédé. 


On voit donc que les différents procédés d'obtention d'un même bien 
diffèrent physiquement de façon tout à fait discontinue. On ne peut passer 
de l'un à l'autre par des variations continues. Mathématiquement nous au- 
rons donc besoin de représentations nettement différenciées, en variation 
discrète, pour les traduire, Ces représentations exprimeront des assem- 
blages de machines, de gestes, de matières premières, produits semi- 
ouvrés ou finis en proportions distinctes pour ces divers procédés, alors 
même que le résultat, le produit final serait le même. 


Cependant il nous faut aussi noter que malgré l'énorme variété des 
productions d'une industrie moderne, les équipements, les moyens de tra- 
vail, sont des combinaisons diverses d'un nombre de gestes, d'appareils 
élémentaires, de procédés de base relativement petit en regard des com- 
binaisons multiples auxquelles ils donnent lieu, Ce dernier caractère ex- 
plique par exemple que le travail humain direct, n'utilisant que très peu 
d'outils, mais par ailleurs très souple, et beaucoup plus varié dans ses 
possibilités immédiates que le travail stéréotypé des machines, que ce 
travail humain, disons-nous, puisse être remplacé justement par des ma- 
chines combinant des mouvements simples. Le fait de retrouver dans les 
équipements d'industries les plus diverses des combinaisons simples de 
machines élémentaires, permet d'espérer qu'on puisse exprimer des équi- 
pements compliqués par un nombre relativement petit de paramètres de 
base, les machines élémentaires, 


Toutefois, pour les équipements il sera sans doute impossible de met- 
tre en évidence directement comment interviennent ces paramètres de ba- 
se dans les agrégats que nous constituerons. Seulement nous pouvons nous 
attendre à trouver une certaine agrégation, en quelque sorte cachée, se 
Superposant à celle dont nous aurons eu initialement conscience et qui fa- 
cilitera l'obtention de relations entre agrégats. 


Par contre on peut facilement analyser de près, à la lumière i 

que nous venons d'indiquer, certaines ie tie techniques Roi 
Dsnon Nous remarquerons que dans la pratique il y a des relations nom- 

reuses et souvent simples entre les quantités des différents facteurs de 
PAS CUIR utilisés. Cela apparaît bien dans les industries chimiques où il 
fu combiner dans des proportions à peu près fixes les corps naturels qui 
ren ou indirectement, fourniront les produits chimiquement pur, 
Le même la production d'objets identiques d'une série donnée de fabrica- 
Lei nécessite des approvisionnements en quantités bien proportionnelles 

n voit donc que, pour un grand nombre de facteurs de production, leur 
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quantité sera proportionnelle à la quantité produite du bien A, De façon 
plus précise ceci sera vrai surtout pour les corps qui entrent effective- 
ment dans l'objet terminé. Par exemple la quantité de gomme utilisée par 
une usine de pneumatiques sera proportionnelle au nombre de pneus fabri- 
qués. (I n'y a évidemment pas qu'un seul type de pneus fabriqués par l'u- 
sine, Aussi convient-il de remplacer cette proportionnalité au nombre total 
par une pondération relative aux différents types de pneus sortis. Néan- 
moins nous nous ramenons ainsi toujours à des proportionnalités simples 
à la base). On peut objecter qu'il y a des pertes et déchets de matières qui 
pourront même être importantes et surtout varier beaucoup d'un établisse- 
ment à un autre, Contentons-nous de noter pour l'instant que ce sont là 
certaines origines d'éléments stochastiques qui se superposent à des élé- 
ments certains dont il convient d'établir au préalable la théorie, réservant 
l'incertain pour un stade ultérieur, 


Pour d'autres facteurs de production, tels que les produits d'entretien, 
de chauffage ou d'éclairage des locaux, on ne peut parler d'une telle pro- 
portionnalité à la quantité des produits finals obtenus. Le chauffage dépen- 
dra de la durée et de la rigueur plus ou moins grande du froid, l'éclairage 
dépendra de l'époque, de l'exposition au soleil des différents ateliers, etc. 


Peut-être pourra-t-on dégager des facteurs tels que les conditions 
atmosphériques, géographiques, etc... difficiles à préciser directement, 
mais dont l'existence permet d'expliquer pourquoi certaines dépenses de 
caractère aléatoire sont fortement liées dans leurs variations, 


Cette analyse, pour brève qu'elle soit, nous indique cependant un pro- 
cédé de détermination des fonctions de production d'une entreprise. Ce 
procédé consiste à établir d'abord une description des différents stades de 
la production aboutissant au produit final. On décompose ainsi ce produit 
suivant ces différentes parties constituantes, celles-ci ayant été soit ache- 
tées telles quelles et assemblées dans l'entreprise, soit élaborées de fa- 

on plus complexe à l'intérieur de l'entreprise. Ceci permet de mettre en 

vidence les relations de proportionnalité les plus simples entre le produit 
final et les facteurs de production entrant, et d'essayer d'établir numéri- 
quement les coefficients de ces relations. 


Puis on s'attaquera à des relations plus délicates telles que : usure 
des machines, entretien et à des relations beaucoup plus lâches telles que 


chauffage, éclairage, 


L'étude des équipements, en particulier des équipements neufs, ne 
peut se faire de la même façon. Ces équipements ne se retrouvent pas in- 
corporés matériellement dans les objets produits et il ne peut être question 
de proportionnalité physique entre eux et les produits. Bien que l'on puisse 
concevoir l'usure d'un équipement en fonction de l'importance de la pro- 
duction à laquelle ii a servi, il est rare que l'on puisse se servir de cette 
notion pour évaluer les besoins en équipements, Le renouvellement des 
équipements se traduit en effet souvent non par un simple remplacement, 
mais par une modernisation qui empêche toute prévision d'ordre matériel, 
Aussi n'étudierons-nous pas la nature des relations entre produit et équi- 


pement, 


Ce point écarté nous noterons que nous nous sommes attachés jus- 
qu'ici à suivre les transformations matérielles des objets qui aboutiront à 
la production finale, Il faut nous arrêter sur l'intervention de l'homme 
dans ce processus, Il n'y a production, au sens économique du terme, que 
si l'homme intervient directement dans l'obtention des produits au moyen 
de son travail, que ce travail soit manuel ou cérébral d'ailleurs. Toutefois 
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ce travail ne reste pas attaché directement à la production finale. Il n'est 
pas susceptible, au moins jusqu'ici, d'une mesure directe indépendamment 
du produit auquel il se rapporte alors qu'on peut mesurer les masses de 
cuivre, d'acier, les quantités d'énergie électrique ou autre, directement 
ou indirectement utilisées dans la fabrication d'objets très divers. Par ail- 
leurs si, à technique égale, les mêmes gestes doivent être répétés pro- 
portionnellement au nombre des objets produits, la cadence de travail peut 
varier. Aussi alors que des renseignements sur les quantités de matières 
premières absorbées par une industrie ont un caractère précis, les ren- 
seignements sur le nombre d'ouvriers ou d'employés et cadres utilisés 
par une entreprise ne suffisent pas à éclairer l'économiste sur les besoins 
en main-d'œuvre. L'intensité du travail fourni doit être mise en évidence 
et les différences de variations entre l'intensité du travail et les salaires 
expliqueront souvent les variations de l'économie. Il faudra donc porter 
une attention particulière à la signification des statistiques des salaires et 
des effectifs employés, 


Nous allons maintenant appliquer les résultats de cette analyse à cer- 
tains aspects de l'agrégation de la production, Comme nous l'avons expli- 
qué ce que nous allons dire s'appliquera surtout aux flux courants de l'ex- 
ploitation d'une entreprise : matières premières, produits semi-ouvrés, 
et finis, utilisés et fournis; à un degré moindre cela intéressera des con- 
sommations d'énergie sous diverses formes. Enfin, cela ne semble pas 
s'appliquer aisément aux problèmes d'équipements, 


Les analyses des fonctions de production ont montré l'importance 
d'hypothèses de proportionnalité. Nous nous placerons dans ce cas qui, 
actuellement, est désigné dans la littérature économique par les termes 
de cas linéaire ou programme linéaire, 


IL 3.2 - HYPOTHÈSE DU CAS LINÉAIRE (Grandeurs matérielles 
homogènes ) 


1.3.2.1 - DÉFINITION DU CAS LINÉAIRE POUR UN PROCÉDÉ DONNÉ T, 


Comme nous l'avons vu la production d'un bien nécessite nombre de 
facteurs de production en quantités proportionnelles au bien produit, Dans 
le cas de biens associés très souvent les biens produits le sont en quanti- 
tés proportionnelles à l'un d'entre eux, 


LE En hypothèses se traduisent aisément dans le symbolisme mathéma- 
u ; 


Nous supposons que tout procédé linéaire est caractérisé par la donnée 
quantitative d'un ensemble de £ facteurs que nous déSnaTONE DE 
Ab; ss 
qui permettent de fabriquer s produits associés (2) 


d, L,ooves U 
en quantités bien déterminées. 


(1) Le symbolisme que nous emplo i 
yons, ou d'autres tout i 
et développés au cours des études de programmes Te PVR EE PARENT TE TES 


(2) 1 pourra y avoir d'autres facteurs ou i 

5 c produits ne suivant pas ces lois. Ce que 

nor ne leur sera donc pas applicable, mais cela n'enlèvera FIeS à la validité ds a 
ns que nous pourrons tirer pour les facteurs et produits vraiment linéaires, 
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; Nous supposerons qu'il y a n procédés distincts Ti considérés 
i = 1, 2605 LUN procédé Ti est défini par le fait que les facteurs qu'il 
RER Fe les produits qu'il fabrique sont proportionnels à un ensemble de 
quantités 


ae, bp; covee ie 
GITES PRES CU 


non toutes nulles évidemment aux deux stades, mais non toutes forcément 
distinctes de zéro, ce qui permet de comparer des procédés, voir même 
des industries, très différents. 


Nous désignerons par xi le coefficient de proportionnalité. Ce sera 
donc en quelque sorte un degré dfutilisation de T . 


IL 3.2.2 - DONNÉES GÉNÉRALES DE LA QUESTION 


Nous allons d'abord supposer connues les techniques T; c'est-à-dire 
les at, bt,...f1, q!,.... ut, Mais si les x; sont souvent connus à un niveau 
relativement bas, dès que l'on arrive à l'utilisation de statistiques globa- 
les à l'échelle d'un grand ensemble économique, d'une nation par exemple, 
on connait surtout les sommes 


Z'xij Ut 90 2 x; D =D 2 Xifi=f 

des quantités de facteurs utilisés et les quantités correspondantes 
PL = dx Times IX; Ui=U 

des produits obtenus, 


Ce sont ces quantités a, b,... f, q, r,.... Uu qui constituent les agrégats 
dont on peut disposer. L'étude de la production se ramène en définitive à 
connaître les x;i. Par ailleurs un objectif économique se traduit souvent 
par le désir de fixer aux produits finals q, r,... u ou à certains d'entre 
eux une valeur donnée ou au moins égale à une valeur donnée pour satis- 
faire certains besoins. Les disponibilités existantes se traduisent souvent 
aussi par les valeurs que prennent les a, b,....f et souvent par des inéga- 
lités que doivent vérifier les xi (ces inégalités sont dues par exemple au 
fait que l'on sait que le procédé Ti; ne peut fonctionner au-dessus d'un cer- 
tain degré ni souvent au-dessous d'un autre degré), Il nous apparait à ce 
moment que pour se fixer des objectifs réalisables il faut savoir quelles 
relations lient les a, b,... q,... u sur lesquels on raisonne en termes de 
besoins et possibilités immédiates, Et pour mener à bonne fin un program- 
me, ayant fixé des valeurs compatibles de ces grandeurs, il nous faut cal- 
culer des x; correspondants. 


Il apparait bien que le premier problème est un problème typique d'a- 
grégation, Quant au deuxième sa solution revient dans le fond à retrouver 
les paramètres x; de structure de la production. C'est en ce sens un pro- 
blème de base de l'agrégation au sens où nous l'avons posé en IL1 à 2° à) 
(page 30). 

Et ces deux problèmes sont évidemment étroitement liés l'un à l'autre, 
Par ailleurs on conçoit, si l'on considère des procédés nombreux et très 
diversifiés que la matrice M des facteurs a' et produits q' contienne beau- 
coup de zéros, ce qui devra se traduire par la possibilité, une fois déter- 
minés des systèmes cohérents de valeurs des facteurs a, b,... f et pro- 
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duits q, r,.… u que la détermination des x; puisse être fractionnée et con- 
fiée à des groupes d' études G judicieusement constitués à partir de la na- 


ture de la matrice M. 
Les études à faire semblent donc bien se tracer à nous : 


1) Etude des relations de compatibilité entre les agrégats a, b,...q, 
LL 22 U, 
2) Détermination des groupes G, 


Le deuxième problème demande une connaissance chiffrée des procé- 
dés, Nous ne pouvons songer à la faire ici. 


Le premier problème peut se discuter formellement sans difficultés 
dans le cas linéaire, Nous arriverons à trouver les formes des relations 
entre les agrégats. En revanche le fait qu'il est difficile de connaître et 
d'exploiter surtout l'ensemble de la matrice M fait qu'en pratique la solu- 
tion de ce premier problème sera moins complète qu'on ne peut l'espérer. 
Nous étudierons ces deux aspects de ce premier problème : 1° Nature des 
relations en II 3-2:3et 2° Recherche pratique de ces relations en II 3-2:5. 


IL 3.2.3 - ÉTUDES DES RELATIONS DE COMPATIBILITÉ 
Nous avons donc les équations 
Z x; ai Â=a 
1-1 


SX firaif 


1: 


D x qa\=q (1) 


n 


> x; ui =u 
1-1 


Si l'on suppose que les x;i peuvent varier indépendamment les seules 
relations entre les a, b, .…, u Sont, comme on le sait des relations linéai- 
res et homogènes résultant de l'élimination des x; entre les équations (1). 


Supposons alors que m soit le rang du système (1) en Xi. Il est évident 
que l'on a 1< < 
m<n 


et 1<m<f+s 


Nous pouvons donc prendre m équations principales L dont nous dési- 
gnerons par à, f$ ………. jp les valeurs des sn DEAR Ces a 
étant prises arbitrairement les valeurs de chacun des agrégats restants 
prises séparément en sont des fonctions linéaires et homogènes. Ces fonc- 
tions s'obtiendront en égalant à zéro la valeur du déterminant d'ordre m+l 
obtenu en bordant le déterminant principal À d'ordre m : 


LS en ou par les valeurs _des m premiers seconds nombres et pour 
is ) ligne par les coefficients des inconnues principales et la va- 
eur du Second membre de l'équation non principale considérée, 


(1) Evidemment si l'on dispose d'arbitrair i 
1 e dans i 
tions d'ordre économique pourront nous der TO LD Pme DTA 
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Nous voyons que de la sorte nous obtenons £ + s-m relations linéaires 
et homogènes, le coefficient du 2ème membre non principal, qui est À, 
n'étant certainement pas nul, Nous appellerons (R) ces relations. On sait 
que dans l'hypothèse de variations indépendantes des x; dans un voisinage 
aussi petit soit-il, il n'y a pas d'autres relations, linéaires ou non, entre 
agrégats. 


IL 3.2.4 - DISCUSSION DES TYPES DE RELATIONS GÉNÉRALEMENT 
ADOPTÉS ENTRE LES AGREGATS 


La seule nature reconnue des fonctions de production nous a donc déjà 
permis de dégager la forme des relations de structure entre les agrégats, 


Or, le plus souvent, on ne connaît pas les relations T; et l'on essaye 
a priori d'exprimer les agrégats a, b,...f, q,.. u en fonction de l'un d'en- 
tre eux, Dans notre théorie ceci revient à donner à m la valeur un, Cette 
procédure est employée dans l'étude de secteurs économiques très impor- 
tants pour lesquels les procédés, les facteurs et les produits sont nom- 
breux (et sont d'ailleurs déjà agrégés). Il semblerait pourtant que m doive 
être bien supérieur à un. Cependant, s'il est très osé de dire que l'on 
obtient ainsi de bons résultats, ces résultats ne sont cependant pas ridicu- 
les, loin de là, et se montrent même très utiles pratiquement, Comment 
peut-on concilier ces faits généralement reconnus avec les conclusions de 
LS 2202 


C'est que ces conclusions reposent sur le fait que les xi pourraient 
varier de façon indépendante. Or, l'intuition économique la plus simple 
montre clairement que ce n'est pas vrai : les degrés d'utilisation des T; 
dépendent des conditions économiques et ne varient pas n'importe com- 
ment, sans liaisons les uns avec les autres, Donc au lieu d'avoir n x; ar- 
bitraires nous en aurons normalement beaucoup moins. Nous pouvons donc 
penser qu'il est possible d'exprimer les agrégats en fonction d'un nombre 
d'entre eux plus petit que m. Si l'on y arrive (par un procédé ou un autre) 
en supposant qu'il n'y ait qu'un degré de liberté on aura des relations du 


type 


a'=Va (u) 
b=#b'(u) 
000000000000. (2) 
q= q(u) 
UE RE LA 


Les x; seront donc liés par des relations du type 
>> x;ai=a (Zx;ui) 
1-1 1-1 
CEIRLELELLELELLELELLE ZX] (3) 


D x d'é-tiiPui) 
1-1 HE 


La différence essentielle entre le type de relations (2) et les relations 
(R) est que le type (R) tenait identiquement par rapport aux x entre les a, 
Au contraire dans le type (2) non seulement les relations (R) tiennent mais 
il s'ajoute encore d'autres relations, que nous appellerons (R') qui indi- 
quent des relations de comportement d'origine économique entre les x, 
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Dans une étude économétrique ces remarques peuvent s'utiliser de 
deux façons : 


1° Il se peut que l'on se donne, par exemple à partir d'une théorie, 
les relations (R'). On les adjoint aux relations (R) et l'on recherche si les 
données statistiques permettent de tester l'exactitude de la théorie avancée. 


2° Si l'on ne connaît pas, (ou presque pas), les relations (R') on cher- 
che si les données ne vérifient pas, sans idées théoriques très poussées, 
des relations simples (par exemple linéaires ou polynômales autres que 
(R). Si l'on trouve effectivement des relations plus restrictives que (R) on 
peut penser qu'elles ont une origine économique et essayer d'en trouver 
l'explication. C'est bien souvent du reste par des procédés analogues que 
commencent des théories scientifiques, 


Cette deuxième façon d'opérer nous amène à la question de la détermi- 
nation des relations que nous appellerons (S) existant entre des séries de 
données. Cette étude est évidemment facilitée si on connaît les relations 
(R). Dans cet ordre d'idées, on peut signaler que dans un grand nombre de 
pays on essaye d'obtenir directement le plus de renseignements possibles 
d'ordre technologique et économique sur les procédés. Cependant ceci, 
d'une part, ne dispense pas de trouver toutes les relations (S) de forme 
donnée entre les agrégats de façon à en dégager en quelque sorte par diffé- 
rence les relations (R') car on ne sait jamais si l'on a tout rassemblé, 
D'autre part, le rassemblement de renseignements techniques et économi- 
ques est long et difficile et il serait déjà très utile de retrouver algébri- 
quement les relations (S), en utilisant les données a, b, … f, q, u. 


IL 3.2.5 - DÉTÈRMINATION DES RELATIONS (S) DE FORME LINÉAIRE 


Nous nous bornerons ici à rechercher les relations (S) qui sont linéai- 
res et homogènes entre les a,.... u, Déjà en effet on doit pouvoir y retrou- 
ver si nos hypothèses sont exactes, les relations (R). De plus le procédé 
s'étend, dans la Heure où les calculs ne sont pas inextricables, aux rela- 
tions polynômales (1), 


On peut procéder systématiquement en recherchant si le rang du sys- 
tème n'est pas, dans l’ordre successif, 1, 2, 3 


: On commence donc par choisir un agrégat (non nul ce que la nature 
économique de la question permet toujours) que nous supposerons être a 
(au besoin par changement de notation), On cherche à voir si les autres 
agrégats n'en sont pas fonction linéaire et homogène. En supposant qu'on 
dispose de relevés aux époques ti, t,.… tb (disposées en indices),cela 
nous conduit à vérifier que tous les déterminants du type À, 


QE 2 AE 
a tj Ÿt; 


sont nuls pour j = 2, ... pet { allant de bâu 


Si ces déterminants ne sont pas tous nuls il est inutile d'ess 
ayer une 
autre variable à la place de a, car si tous les déterminants dodo 2 où 


(1) Indiquons encore que selon la dispositi i 

\ que position des zéros de la matrice M un grand nombre 
de ie pourraient être recherchées dans les groupes G. Il resterait à établir certai- 
nes relations de liaisons d'ensemble, C'est d'ailleurs ainsi que procèdent les théories 


compréhensives, à partir de résultats plus ou moi i i i 
sous cet angle, peut être réalisable, à MomOn AreTUUAler SOL 
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figure une même lettre h comme élément de la 1ère ligne et de la 1ère co- 
lonne sont nuls, tous les éléments sont proportionnels, quel que soit j à 
ht; et ht; et tous les déterminants d'ordre 2 étant formés de colonnes pro- 
portionnelles sont nuls, L'hypothèse d'après laquelle certains des premiers 
déterminants ne seraient pas nuls serait donc à rejeter et on tombe sur 
une contradiction, 


Ceci établi, si tous les déterminants du type À 2 ne sont pas nuls, on 
note ceux qui le sont identiquement en tj, car ces relations mises en évi- 
dence, bien qu'elles se retrouvent par la suite grâce au procédé que nous 
indiquons, ont l'avantage d'être simples. Puis on prend 2 variables a et b 
dont les déterminants À, ne sont pas identiquement nuls, a ayant ou non la 
même signification que tout à l'heure, et l'on regarde si tous les détermi- 
nants du type À, 


CLR tatin Cast are ie let, 
Bh t2 6 t2 fs 
[e Fa 6 tj VA 


sont nuls pour j = 3, 4,... pet £ allant de c à u, 


Si tous ces déterminants sont nuls le résultat est obtenu par dévelop- 
pement par rapport à la dernière ligne (où tj désigne alors un indice cou- 
rant), S'il n'en est pas ainsi il est encore inutile de faire d'autres essais 
en faisant varier a, bett. t2 car si tous les déterminants d'ordre 3 dont 
2 colonnes sont fixes sont nuls on peut exprimer toutes les lettres en fonc- 
tion linéaire et homogène de deux d'entre elles seulement et par suite tout 
déterminant d'ordre 3 dont les colonnes sont ces lettres ne peut être que 
nul, Par suite il est impossible d'avoir une série de À; non tous nuls et 
une autre composée de déterminants nuls, 


Si donc tous les déterminants d'ordre 3 ne sont pas nuls, on prendra 
l'un d'eux définissant 3 variables principales et l'on continuera le même 
procédé (en notant toujours les relations partielles qui ont pu se manifes- 
ter). 


En définitive, ou bien l'on arrivera à exprimer toutes les variables en 
fonction d'un nombre fixe d'entre elles, ou bien l'on n'y arrivera pas, 


Dans le deuxième cas pourvu que le nombre de relevés distincts soit 
supérieur al+ s, étant donné que l'on est dans le cas linéaire, cela vou- 
dra dire qu'il y a plus de procédés linéairement distincts que de facteurs 
et produits (}. Techniquement donc les agrégats peuvent prendre toutes 
valeurs, il leur correspondra toujours des degrés d'utilisation dont il res- 
tera à voir qu'ils sont positifs et vérifient, le cas échéant d'autres rela- 
tions d'inégalité, 


ANALYSE DU ler CAS 


L'analyse du ler cas est en quelque sorte l'analyse inverse du 8 Il 
3.2.c. Nous supposons ici que nous connaissons des relations linéaires et 
homogènes entre les agrégats. De la façon dont on les a recherchées on 
peut déduire que a, b,... f, q,.… u se divisent en 2 groupes disjoints F et 
F' tels que toute variable r de F soit fonction linéaire et homogène à coef- 
ficients constants D. des variables d de F", 


(1) ce qui n'est pas contradictoire naturellement avec le fait que les procédés ne soient 
pas "tous!" distincts, 
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(4) Pie tr Did 
deF' ASS 
alors que les de F' peuvent varier, au moins d'après les statistiques 
disponibles, indépendamment entre elles. 


(4) entraïne les relations 
(5) Dr ae ND cdi) 
1: d£ Fr” 1 


Sous la forme (4) les relations (R) risquent d'interférer avec les relations 
(R') de comportement économique liant les xi. 


Mais les relations (R) mises sous forme (5) sont des identités en xi et 
par suite s'évanouissent, Si donc on connaît les procédés Ti de façon à 
pouvoir mettre (4) sous la forme (5) les relations (5) qui ne s'évanouissent 
pas ne peuvent être des relations techniques mais sont des relations de 
comportement, Plus exactement les relations (5) renferment certainement 
une partie provenant de relations de comportement, 


Mais il faut remarquer que même sous la forme (4) si l'on connaît lés 
relations (R) on peut mettre en évidence les relations de comportement 
(R'). Il suffit évidemment de remplacer dans (5) les valeurs de toutes les 
variables (tant dans F que dans F') au moyen de leur expression donnée 
par (R). Il ne reste plus, toutes réductions effectuées, que des relations 
entre variables principales du point de vue technique, donc relations dis- 
tinctes des (R). On peut de nouveau pour ces relations étudier leur rang, 
GTC,ee. 


Mais il est évident que les relations économiques existent en essence 
sous une forme structurelle qu'il n'y a pas de raison de retrouver par ce 
dernier procédé. Il sera donc difficile d'expliquer les résultats si l'on ne 
possède pas au moins une théorie, indiquant la forme par exemple des re- 
lations de comportement, et permettant de les identifier. Il n'est d'ailleurs 
pas sûr que ce soit toujours possible, Néanmoins le seul fait d'être mis en 
garde permet bien souvent d'utiles remarques. 


Enfin, si l'on ne connait pas les relations (R) les relations (4) ne don- 
nent que des renseignements dont on ne sait s'ils sont d'ordre technique ou 
économique ou les deux à la fois, On pourra utiliser ces renseignements si 
l'on suppose que l'économie ne varie que faiblement à tous les points de 
vue, Mais le danger de ne tabler que sur (4) est évident : d'une part on 
n'est pas préparé, même à équipement technique constant, pour prévoir 
des modifications dûes à des causes purement économiques; d'autre part 
on ne peut apprécier à fond les moyens techniques dont on dispose, ni la 
façon dont jouent les forces économiques, Par conséquent, les recherches 
globales ont le plus grand intérêt à s'accompagner de recherches plus spé- 
cialisées, en particulier dans les secteurs en évolution, 


IL. 3.2.6 - INTRODUCTION D'ÉLÉMENTS STOCHASTIQUES 


Ces résultats sont établis en supposant qu'aucune erreur de 
n'existe sur les a, b,.. u. Il est re que ati et on ne peut LU 
sur une telle hypothèse, Il faudra donc rechercher des estimations des 
coefficients des relations liant les a, b,.... u à partir d'hypothèses justi- 
fiables Sur la distribution des aléatoires considérées, Nous nous trouvons 
là encore devant un problème de détermination de relations simultanées et 
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d'identification dont l'étude a été commencée par l'école de Koopmans (1), 
Ce problème mérite sans doute une longue étude que nous n'avons pas con- 
sidérée comme il se doit, Mais il convenait au préalable de posséder une 
théorie débarrassée des phénomènes aléatoires, 


IL 3.2.7 - DOMAINE D'UTILISATION DES RÉSULTATS 


Tous ces résultats ont été établis pour des variables représentant des 
grandeurs physiques matérielles. A l'échelle d'un groupe d'industries de 
même nature on peut envisager de les appliquer, ce qui n'empêche nulle- 
ment comme nous l'avons dit de prévoir encore leur fractionnement, Mais 
dès que la diversité des facteurs et produits augmente, il devient de plus 
en plus difficile de tenir des comptabilités matières aussi détaillées, On 
doit alors former des agrégats plus larges entre lesquels la comptabilité 
d'ensemble se tient en valeur. Dans ces conditions on ajoute non seulement 
des quantités de même nature, mais aussi des produits hétérogènes par 
l'intermédiaire de leurs valeurs. 


Nous sommes donc amenés maintenant à étudier les relations pouvant 
lier des agrégats définis en valeur. 


IL 3.3 - ÉTUDE DU CAS LINÉAIRE EN VALEUR 


IL 3.3.1 - NATURE DES AGRÉGATS 


Nous venons de montrer ci-dessus comment on est amené à grouper 
des quantités hétérogènes. Il importe de voir de plus près la nature des 
agrégats à considérer, selon les idées économiques généralement admises 
à l'heure actuelle, 


Dans tout essai de classification, de mise en ordre de la production, 
on distingue naturellement les entreprises qui fabriquent des produits que 
notre activité journalière nous amène sans les identifier, à considérer 
comme voisins. Nous serons par exemple amenés à grouper ensemble les 
entreprises fabriquant de l'ameublement, ou bien des constructions méca- 
niques, ou bien les entreprises sidérurgiques, ou bien les entreprises 
alimentaires, 


Chacun des secteurs ainsi considérés est caractérisé par le fait que 
ses produits sont, dans une large mesure spécifiques, en ce sens qu'il y a 
une corrélation étroite entre la nature des produits et secteurs considérés, 
Une salle à manger sera produite a priori par les industries de l'ameuble- 
ment et non par les constructions mécaniques, Néanmoins des entreprises 
polyvalentes peuvent fabriquer accessoirement des objets auxquels on ne 
s'attendrait pas. Les entreprises sucrières du Nord sont par exemple de 
gros fabricants de papier, Les charbonnages fabriquent une quantité appré- 
ciable de courant électrique. Par ailleurs, les facteurs de production sont, 
en général, peu rattachés a priori à une industrie utilisatrice, Les cons- 
tructions mécaniques aussi bien que les constructions électriques utilise- 
ront par exemple de l'énergie sous forme de charbon, gaz, électricité, des 
métaux, des produits chimiques, de la main-d'œuvre, Les activités secon- 


(1) Cf. la série d'articles publiés sous la direction de Koopmans dans: "Statistical Infe- 
rence in Dynamic Economic Models" Monographie N°10 de la Cowles Commission Mono- 
graphs chez John Wiley and sons New-York, et chez Chapman and Hall, Limited, Lon- 
dres, 1950. 
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daires d'un secteur débordant sur les activités principales d'autres sec- 
teurs, il convient de définir des agrégats de facteurs et de biens produits 
(par terminologie anglo-saxonneid'inputs et d'outputs) permettant de mieux 
décrireles besoins d'un secteur et le fruit de ses activités, Comme un fac- 
teur de production est lui-même un bien produit par un certain secteur, 
nous désignerons ces agrégats de facteurs et biens produits sous le nom 
commun d'agrégats de produits, Ces agrégats de produits sont évidemment 
en étroite correspondance avec les secteurs. 


IL 3.3.2 - DESCRIPTION GLOBALE DE LA PRODUCTION 


L'activité des établissements de production consistant à transformer 
des produits en d'autres produits, on peut décrire globalement la produc- 
tion en indiquant pour chaque secteur agrégat ses achats et ses ventes 
ventilés par agrégats de produits. 


Nous désignerons par Ea, Eg,.………. E x1es différents secteurs agrégats 
et par Ui, Use. Uy les différents agrégats dé produits. Dans chaque 
secteur Ex nous mettrons en évidence les procédés employés (communs 
ou non aux différentes entreprises), Nous désignerons par Tia T2 cesse Tnt 
ces procédés, Nous désignerons par a°y la quantité de facteur a qui se 
trouve dans l'agrégat Uy et qui est utilisée par le procédé Ti fonctionnant 
avec le degré d'utilisation unitaire et par qi% la quantité du produit q qui 
se trouve dans l'agrégat U, et qui est utilisée par le procédé Tia fonc- 
tionnant avec le degré d'utilisation unitaire et par ql°* la quantité du pro- 
duit q qui se trouve dans l'agrégat Uy, et qui est fabriquée par le procédé 
T;£ fonctionnant avec le degré d'utilisation unitaire, 


Ceci posé nous supposons pouvoir connaître pour chaque Exles som- 
mes de ces achats et ventes aux agrégats de produits (en supposant que 
toute quantité fabriquée soit comptabilisée au prix du marché, même si 
elle n'est pas vendue), Désignons par p; le prix unitaire du produit j. 


Nous aurons donc pour chaque E x des équations du type 


> Xi ot >; ai%pa) = À «1 


(3.1) ; iaeEa CET 
Z Xxia( Z aï*pa) = À q2 
iaeEu aeuz 


0000000000 00000000000000000000.00000000 


Et de même pour les biens produits 


EP KID 2 Li DA VINS 
iacEa qeEu: 


(3.2) 


200000000000000060000000000000000000000 


Z Xia Z pq = Vay 


iaeEa qeuy 


Aat et Vai désignant les valeurs globales des a 
EU odite U, Ë (54 chats et ventes du secteur 


Ces équations peuvent encore s'écrire, pour tous les Ea 


(3.3) DER he AÏ*- ARC EL 


iaecEa 
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en désignant par ais les valeurs des achats au groupe de produits U; du 
procédé ia opérant au degré d'utilisation unitaire. On obtient des équations 
analogues pour les ventes 


(3.4) > Xia vis Vai 


iaeEa 


IL 3.3.3 - RELATIONS ENTRE LES AGRÉGATS DÉFINIS EN VALEUR 


1ère Hypothèse : Constance des prix - Si l'on suppose les prix constants 
les coefficients des x; dans les équations (3.3) et (3.4) sont des constan- 
tes. Pour trouver les relations entre les agrégats en valeur nous n'avons 
donc qu'à éliminer les x;i, en procédant comme dans II 3.2.C) 


Nous chercherons donc sur (3.3) et (3.4) le rang du système, Si ce 
rang est inférieur au plus petit des deux nombres: nombre des procédés et 
nombre des équations, nous en déduirons un certain nombre de relations 
linéaires et homogènes entre les A à iet V $ j. Nous appellerons ces 
relations (Rv). 


.. Comme dans IL3,2. b) la connaissance de certains objectifs et de cer- 
taines disponibilités permet l'utilisation des relations (R v). 


A vrai dire ceci se traduira surtout par la connaissance de bornes 
inférieures des A a 1 et V « 1. Pour fixer les idées le fait de vouloir obte- 
nir une certaine quantité Q du produit q à partir du secteur E à nous don- 
nera la valeur de LÀ. Xia di* = Q xp donc une borne inférieure de V « 1 
seulement, (tous les termes des ler membres étant positifs), Cependant 
la juxtaposition de certaines exigences et certains renseignements peut 
être précieuse et peut per mettre de fixer avec plus de sûreté qu'au simple 
jugé des valeurs minimum des seconds membres (1) de (3.1) (3.2) ou (3.3), 
(34). À partir de ces conditions imposées les relations (R v ) permettent 
de fixer des valeurs compatibles pour les 2èmes membres non déterminés 
a priori, À partir de la connaissance des 2èmes membres on peut conce- 
voir que les x; puissent se calculer encore dans des groupes d'études G 
chacun plus spécialisé, 


L'avantage de l'agrégation en valeur est évidemment qu'elle donne un 
groupement beaucoup plus complet et rapide que l'agrégation de grandeurs 
matérielles homogènes, et dans lequel il est loisible de développer davan- 
tage les termes que l'on juge intéressants, 


CAS RÉELS : VARIATIONS DES PRIX 


Mais les prix ne sont pas constants et leurs variations indiquent tou- 
jours des changements importants dans l'économie, Aussi convient-il de 
trouver les corrections à apporter aux données pour les ramener à prix 
constants, Un procédé applicable dans les économies fortement planifiées 
consiste à faire tenir une comptabilité à prix constants et obtenir ainsi 
des statistiques à prix constants sur lesquelles on pourra rechercher les 
relations (R v ) et s'en servir comme nous venons de l'indiquer, Ce pro- 
cédé convient tant que l'état de ia technique ne varie pas trop, en particu- 
lier qu'il n'y a pas apparition de nouveau procédé Ti. Il faut de temps à 
autre changer de système de prix de base pour adapter les (R v) aux con- 
ditions existantes, 


* (1) —…1 se peut par exemple que l'on sache que les produits q'* pq sont, pour chaque procé- 
dé, en proportion variant peu avec les termes restant de la somme Zqeu q'° pq. Un tel 
renseignement permettra évidemment d'améliorer la valeur à adopter pour les V à 1 par 
exe mple, 
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Si l'on ne peut appliquer ce procédé on emploie une approximation 
consistant à utiliser un certain nombre d'indices de prix que l'on applique 
aux divers agrégats, procédé assez commode et qui semble être souvent 


suffisant, 


Notre façon de poser l'agrégation montre bien la signification que 
prennent les Calculs à prix constants demandés souvent par pressentiment 
plus que pour des raisons bien précises. 


RELATIONS (P) D'ORDRE ÉCONOMIQUE 


Enfin dans le cas des agrégats en valeur comme dans le cas des agré- 
gats homogènes, on peut se servir des valeurs courantes de ces agrégats 
pour étudier les relations qui existent entre eux et, utilisant les relations 
(R v) essayer d'en dégager des relations (P) d'ordre économique. C'est 
d'ailleurs sous cette forme que s'introduisent le plus facilement les théo- 
ries économiques. Il est en effet plus facile d'introduire en valeur des hy- 
pothèses sur la maximation du profit, la répartition des revenus entre les 
différents groupes socio-économiques, le montant de l'épargne, que de les 
introduire formellement sur des xi, Il est bien certain que la connaissance 
des relations techniques (R v) introduira seulement les obstacles matériels 
que rencontre l'économie tandis que les relations (P) sont des lois ou des 
objectifs proprement économiques. L'utilisation des calculs à prix cons- 
tants, surtout si les relations (P) sont variables, donnera beaucoup de 
renseignements sur les relations (Rv). Mais ici encore, de même qu'à la 
fin de II 3.2.e on peut ne pas connaître les techniques Ti et l'on court le 
danger de tomber sur des renseignements mixtes d'ordre à la fois techni- 
que et économique, Nous pouvons donc également conclure que les recher- 
ches globales doivent s'accompagner de recherches plus spécialisées, 
mais que le fait d' être prévenu contre les dangers que l'on court est déjà 
précieux par lui-même, 


CONCLUSIONS GÉNÉRALES 


C'est évidemment dans le contenu concret des résultats auxquels on 
peut arriver et dans leur interprétation économique la plus expressive 
possible que résidera l'intérêt de l'emploi des agrégats, Il importe donc 
maintenant de faire le point de ce travail, de voir comment il peut s'in- 
corporer dans l'étude générale de l'économie et de délimiter au moins à 
grands traits les directions dans lesquelles il faut poursuivre nos efforts. 


Nous avons dit, dans l'introduction, que le problème de l'agrégation 
se pose lorsqu'on essaye de passer d'un système économique complet à un 
système réduit plus maniable dont la résolution explicite puisse se conce- 
voir, Cette résolution pourra permettre à elle seule des conclusions prati- 
ques d'action, ou bien pourra constituer un stade préliminaire à une réso- 
lution du système complet plus poussée dans le détail, 


Nous avons séparé dans notre étude à chaque fois, l'aspect production 
et l'aspect consommation. 


Dans l'étude de la production, nous avons cherché à reconnaître les 
conditions de compatibilité technique qui doivent exister entre les agrégats 
physiques ou en valeur que l'on a considérés, Dans l'étude de la consomma- 
tion, nous avons essayé de définir des comportements possibles simples, 
classiques, d'agrégats, tels que les groupes socio-économiques, que l'a- 
nalyse économique considère comme importants. 


Même si l'on se limite à une étude interne de ces deux grandes caté- 
gories, production et consommation, que faut-il encore faire ? 


Il reste évidemment à expliciter par produits les lois de la consom- 
mation globale pour chaque groupe socio-économique reconnu en fonction 
du revenu, Il restera aussi, symétriquement, dans l'étude de la production 
à expliciter les relations existant entre les agrégats en distinguant le 
mieux possible entre les relations purement techniques et les relations de 
comportement économique. 


Mais en supposant ces deux objectifs remplis, pour pouvoir expliquer 
l'évolution d'une économie, il faudra étudier les lois de la transformation 
de la production en consommation proprement dite et en objets ou produits 
permettant la poursuite et le développement de la production, C'est à ce 
moment qu'il convient d'utiliser les théories expliquant les comportements 
des agents économiques pour voir comment se créent et se répartissent 


les revenus. 
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De l'étude de ce point capital qui fait le pont entre la consommation et 
la production, nous pourrons déduire, grâce aux lois globales de consom- 
mation, les différentes classes possibles de répartition des biens finals 
de consommation et, grâce aux relations techniques de production entre 
agrégats, les différentes classes possibles de répartition de la production 
entre les différents procédés. La connaissance d'équations d'équilibre, 
suggérées par exemple par la théorie, ou d'objectifs demandés par un 
plan, permettra de déterminer les deux classes à considérer effective- 
ment, 


Il est évident que ceci souligne l'importance de la reconnaissance et 
de l'étude des groupes socio-économiques caractérisant les individus par 
le rôle non pas individuel mais d'ensemble qu'ils jouent dans la production 
où il est certain qu'intervient le rôle technique joué par l'individu et non 
sa personnalité. 


Si l'étude de la consommation confirme qu'il est possible de décrire 
par un comportement global simple les résultantes des comportements 
d'individus de revenus voisins et de même rôle économique, ce qui est 
très vraisemblable, il apparaît que les agrégats qui se sont introduits et 
dont nous avons étudié certaines des relations qui existent entre eux, 
jouent un rôle très important dans l'étude de l'économie et justifient qu'on 
poursuive l'étude entreprise dans les directions indiquées. 


NOTE ANNEXE SUR L'ÉLARGISSEMENT 
DE CERTAINES HYPOTHÈSES 


Certaines questions posées pendant la soutenance de cette thèse nous 
ont amené à élargir les hypothèses utilisées au chapitre I dans l'étude du 
problème de Klein, sans cependant que nous ayons pu jusqu'ici démontrer 
tous les résultats en restreignant les hypothèses. Seuls certains résultats 
sont établis plus largement. 


FORME DES RELATIONS F4 = 0 


Nous allons tout d'abord prouver, sans aucune hypothèse que les fonc- 
tions individuelles de production Fa = 0 doivent nécessairement pouvoir se 
mettre sous la forme : 


Fa (Ga Hs, 1) = 0 

Pour le voir il suffit en effet de bloquer les valeurs des variables 
Xia, Nja, Zka dans A -1 fonctions de production Fa = 0 ne faisant varier 
par exemple que celles relatives à la fonction F1 =0. ® (X,N, Z) = 0 doit, 
d'après les conditions du problème être identiquement vérifiée pour tous 


les ensembles de valeurs des xi,, nj;, Zk qui vérifient F; = 0. Mais 
alors ® est dans ces conditions une fonction des seules variables : 


X — G Le, , X 91 3 000 Xm13 00000; Xiœessos Xma) 0.) X1A ro LA) 


où seuls les x; varient 


et N où de même seuls les nj1 varient 
et Z où de même seuls les Zzk1 varient 


Donc la restriction ainsi opérée sur © n'est fonction que de certaines 
valeurs associées de fonctions que nous pouvons identifier à des fonctions 
(en (x 11 > 000) Xm4) 
HA 15 co.) Nri) 
1 (ZA 3 00e) Zs1) 


On peut donc, dans tout le domaine de définition de la relation F1 = 0 
la mettre sous cette forme de cette restriction de @. 
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Donc F1 = 0 peut s'écrire 
F, (G:, H;, 17) = 0 


Le résultat est évidemment valable pour toutes les relations Fa= 0 
quel que soit à. 


PORTÉE DU RÉSULTAT 


En réalité ce résultat n'apporte vraiment de simplification que si des 
hypothèses un peu moins larges sont faites d'une façon ou d'une autre. 


Une manière de voir ce point est la suivante : 


Supposons les valeurs des x, n, z de toutes sortes comprises entre 0 
et 1 et données par leur développement décimal (par exemple) illimité. 
A tout système de valeur des x faisons correspondre la valeur en dévelop- 
pement décimal illimité de X comprise entre 0 et 1 et ainsi définie : 


la partie décimale de X s'obtiendra en écrivant dans l'ordre d'abord 
le 1° chiffre décimal de x;,,, puis celui de x.,…. celui de xm, Celui de 
X1 ; etc... jusqu'à Xn4a, puis en passant aux 2èmes chiffres des x, puis 
aux 3èmes, etc... 

Ce procédé bien connu établit ainsi une correspondance biunivoque 
entre le segment 0, 1 de X et le volume des x (on sait d'ailleurs que l'on 


peut par des transformations simples passer à l'axe des X et à tout l'es- 
pace des x, mais ceci dans le fond importe assez peu), 


Procédons de même pour N et Z. 


ll est alors clair que nous avons défini des fonctions X, N, Z et que 
ces fonctions sont liées par une relation. En effet la connaissance des va- 
leurs de X et N par exemple nous permet de remonter aux x et n, De cha- 
que équation Fa=0 nous pouvons alors déduire un certain nombre de va- 
leurs des z et par suite des valeurs de Z (non uniques d'ailleurs, mais non 
indéter minées), 


Formellement donc le problème de Klein est possible dans tous les 
cas mais on voit à quels monstres mathématiques (et encore plus économi- 
ques) l'on aboutit, 


HYPOTHÈSES RÉGULATRICES 


Il semble alors déjà raisonnable de supposer : 


1° que les fonctions X, N, Z doivent être continues lorsque leurs ar- 
guments varient de façon continue dans un volume de leur espace, 


. 2° que dans chaque relation Fa = 0 (a variable) et D(X,N,Z)=00n 
puisse inverser par rapport à n'importe quelle variable dans le volume de 
variation des variables (pour éviter des bizarreries), 


FORME de X,N,Z, lorsque les 2èmes hypothèses sont vérifiées 
Dans ces conditions on peut démontrer que par exemple 
X = G(Gi0G:,..1G;) 


Pour cela il suffira de démontrer que X ne varie pas lorsqu'on donne 
aux X;i1 deux systèmes de valeurs donnant à G:; la niôrie valeur, les va- 


NOTE ANNEXE él 


leurs des xia, à =2,3,.... A ne variant pas, et appliquer successivement 


ES 


le même raisonnement à G;, G3, Gao 


Ceci est alors évident car aux deux systèmes de valeurs des Xi 
(dénotées Xi1 €t Xiy ) il correspond d'après l'équation Fi; (G;:, Hi, I1)=0 
un même système de valeurs des nj1 et z k1 (tout au moins s'il en corres- 
pond un pour un seul des systèmes de valeurs des xi1). Par conséquent N 
et Z ne varieront pas et la relation () (X,N,Z) = 0, d'après nos hypothèses 
leur fera correspondre une seule valeur de X au moins localement, Donc X 
ne varie pas lorsque les xi1 varient de façon que G:1 ne varie pas. 


Le même raisonnement s'applique à Gaquel que soit «aetà Net Z. 


AFFAIBLISSEMENT DES HYPOTHÈSES 


Nous avons été amenés naturellement à introduire des hypothèses plus 
restrictives, qui sont sans doute nécessaires si l'on se place à un point de 
vue économique, Cependant il peut sembler intéressant de montrer le ré- 
sultat suivant : 


____"Si le problème de KLEIN est possible, on peut trouver des fonctions 
X, N, Z qui ne soient, respectivement fonction 
que de G:, G>, ce. Ga 


H;, H;,.. Ha 
1 lo ,o. La 


NI Z| x| 


Nous avons en effet établi que, nécessairement F4 pouvait se ramener 
à la forme Fu (Ga, H3, Is) = (Ü}: 


Considérons alors des fonctions convenables X, N, Z. Etant donnés 
par exemple 2 systèmes des xia donnant à G:, G:,...… GA même valeur 
il ne s'ensuit pas que X prenne la même valeur. Mais nous pourrons consi- 
dérer_ un seul de ces systèmes de valeurs que nous adopterons et appelle- 
rons X, D'une façon plus générale : Etant donné un point G défini par G1, 
G3,.. GA pouvant provenir de systèmes différents des x faisons corres- 
pondre à G un et un seul des systèmes xi, dont il puisse provenir, Consi- 
dérons la valeur X correspondant à ce système et appelons-là X. A tous 
les systèmes xia donnant le même point G nous pourrons alors faire cor- 
respondre la même valeur X. Nous définirons de même les N, Z associés. 
Comme l'on avait ® (X,N,Z) = 0, sans changer la relation ®, en restrei- 
gnant seulement peut-être son domaine de définition nous aurons bien 
® (X, N, Z) = 0, ce qui établit le théorème, 


Nous n'avons pas établi, résultat encore ouvert, que X,N,Z n'étaient 
fonction dans le cas le plus général que des G, H et I respectivement, Tou- 
tefois ce résultat établit que pour étudier plus profondément la structure 
des relations Fo = 0, on peut se limiter à la considération de fonctions 
X,N,2Z de la forme X,N,2Z. 
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